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liệu, công trình nghiên cứu của người khác. Những kết quả và các số liệu trong luận 

án chưa được công bố trong các công trình của người khác. Nếu không đúng như 

thông tin đã nêu ở trên, tôi xin hoàn toàn chịu trách nhiệm.  

Hà Nội ngày     tháng     năm 2021 

Tác giả 

 

Nguyễn Thị Kim Oanh 

 

 

 

 

 

 

 

 



 iii 

MỤC LỤC 

LỜI CẢM ƠN ..............................................................................................................i 

LỜI CAM ĐOAN ...................................................................................................... ii 

CÁC KÝ HIỆU TRONG LUẬN ÁN ...................................................................... vi 

DANH SÁCH CÁC TỪ VIẾT TẮT TRONG LUẬN ÁN .................................... ix 

DANH SÁCH CÁC BẢNG SỐ LIỆU TRONG LUẬN ÁN ................................... x 

DANH SÁCH CÁC HÌNH VẼ TRONG LUẬN ÁN ............................................. xi 

MỞ ĐẦU ...................................................................................................................... 1 

CHƯƠNG 1: TỔNG QUAN VỀ PHA VÀ CHUYỂN PHA .................................. 6 

1.1. Pha và đặc trưng pha .......................................................................................... 6 

1.1.1. Định nghĩa pha ............................................................................................... 6 

1.1.2. Chuyển pha và phân loại chuyển pha ............................................................ 7 
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MỞ ĐẦU 

 

Nghiên cứu  mô hình mạng spin luôn nhận được những quan tâm đặc biệt trong 

lý thuyết chất rắn hiện đại. Với sự phát triển mạnh mẽ của ngành Vật lý tính toán kết 

hợp mô phỏng đã đạt được nhiều thành tựu về phương pháp luận để mô tả và giải 

thích thành công các hiện tượng thú vị xảy ra trong các loại vật liệu. Đối với hệ từ 

tính tương quan mạnh, các mô hình spin có ý nghĩa quan trọng trong hiểu biết và dự 

đoán các tính chất vật lý của hệ cũng như của họ vật liệu từ tính tương ứng. 

 Lớp các vật liệu từ nhận được sự chú ý đặc biệt gần đây là các vật liệu mà cấu 

trúc từ của chúng có chứa các đám nguyên tử từ tính khác nhau tương tác với nhau 

[31, 93, 104], các nam châm từ có hiện tượng vấp spin (hoặc trắc trở spin) (spin 

frustration1) [83, 101, 107]….Trong các vật liệu này quá trình chuyển pha đều xảy ra 

dưới tác dụng của từ trường ngoài. Quá trình từ hóa lý thú được quan tâm nghiên cứu 

nhiều là quá trình từ hóa loại I với đặc trưng là các bước nhảy trong đường cong từ 

hóa. Các bước nhảy này trong đường cong từ của các đa tinh thể perovskite Mangan 

[66, 104] đều liên quan đến sự cạnh tranh của các đám sắt từ (FM) và phản sắt từ 

(AF) cùng tồn tại ở vùng nhiệt độ xác định. Các đám FM và AF hình thành từ cạnh 

tranh tương tác siêu trao đổi giữa các iôn Mangan cùng hóa trị với các tương tác trao 

đổi kép giữa các iôn Mangan khác hóa trị. Khi trường ngoài được đặt vào, sự thay 

đổi đột ngột của các đám FM, AF tương tác cạnh tranh đã gây ra các bước nhảy từ 

dẫn tới chuyển pha loại I.  

Hiện tượng thú vị này cũng xảy ra trong các vật liệu từ có cấu trúc hình học 

vấp như SrCu2(BO3)2 [97] và tetraboxit đất hiếm RB4 [15, 94, 105, 106]. Các hợp 

chất này bao gồm lớp liên kết yếu của các iôn từ sắp xếp trong mạng tương đương 

với mạng hình học Shastry – Sutherland [34, 85]. Mạng Shastry – Sutherland nhận 

được sự chú ý đặc biệt trong các thí nghiệm cho vật liệu SrCu2(BO3)2 và tetraboxit 

đất hiếm RB4. Người ta đã quan sát thấy chuỗi bước nhảy xảy ra ở các giá trị phân 

số của mômen từ tỷ đối. Các kết quả này đã kích thích nỗ lực nghiên cứu của các 

 
1 Vấp (trắc trở) spin “spin frustration” là hiện tượng cạnh tranh tương tác trong hệ thống mà tất cả không được 

thỏa mãn đồng thời  
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nhà khoa học về mạng hình học vấp Shastry – Sutherland. Trong hệ thống vấp spin, 

không thể xây dựng được trạng thái cơ bản với hàm năng lượng cực tiểu và cấu trúc 

hình học vấp được biết đến là loại hình học có tính chất biến đổi trong tương tác 

như hỗn hợp của liên kết FM và AF.  

Các kết quả thực nghiệm độc đáo đã thu hút các nhà khoa học bắt tay vào tìm 

kiếm mô hình vi mô để giải thích bản chất của hiện tượng xảy ra trong các vật liệu 

từ. Các hợp chất từ perovskite Mangan từ và tetraboxit RB4 trong hiệu ứng trường 

tinh thể lớn có thể được mô tả tốt bởi mô hình Ising. Mô hình Ising [3] là một mô 

hình toán học đơn giản trong cơ học thống kê cho phép chúng ta hiểu sâu hơn các 

hiện tượng mất trật tự trong chất rắn. Vì thế, chúng tôi khảo sát mô hình Ising cạnh 

tranh tương tác FM và AF với mục đích giải thích nguồn gốc của quá trình từ hóa  

xảy ra trong các loại vật liệu kể trên. 

Một lĩnh vực khác cũng thu hút sự chú ý của cộng đồng nghiên cứu là chuyển 

pha trong các hệ tương quan mạnh. Vào đầu thế kỉ 20, phát minh về hiện tượng siêu 

dẫn [42] được công bố mở ra rất nhiều ứng dụng trong khoa học vật liệu. Những nỗ 

lực nghiên cứu tìm kiếm bản chất vật lý pha siêu dẫn ở nhiệt độ cao đã tạo các hướng 

nghiên cứu mới cho các hệ tương quan mạnh. Mở đầu là phát hiện tính siêu chảy 

trong nguyên tử He4 của Kapitza [6]  cho thấy vai trò quan trọng của tương tác trong 

quá trình hình thành các pha lượng tử dị thường. Nguyên tử He4 được xem xét là một 

hạt boson. Trong quá trình phát triển khảo sát cho hệ hạt boson, các nhà khoa học đã 

thu được một kết quả bất ngờ. Đó là tham số trật tự ngoài đường chéo tầm xa 

(ODLRO2) đặc trưng cho tính siêu chảy (SF) có thể tồn tại đồng thời cùng với tham 

số trật tự đường chéo tầm xa (DLRO3) đặc trưng cho tính định xứ của các hạt mà về 

bản chất hai thuộc tính này loại trừ lẫn nhau. Đây chính là đặc điểm của pha siêu tinh 

thể (SS) [14] được gọi tên bởi Penrose và Onsager vào năm 1956. Công cuộc nghiên 

kiếm tìm kiếm pha siêu tinh thể chỉ thực sự bùng nổ sau khi Andreev – Liftshitz [43] 

 
2 Ma trận mật độ hạt n(r, r’) = 〈ψ†(r)ψ(r')〉 tiến tới giá trị n0  ≠ 0 khi r –r’ → ∞ có nghĩa là hệ có trật tự ngoài 

đường chéo tầm xa ODLRO. 
3 Ma trận mật độ hạt n(r, r’) = 〈ψ†(r)ψ(r')〉 khi r = r’ thì n(r, r’) = n(r,r) ≡ n(r) và n(r) thỏa mãn điều kiện n(r 

+ T) = n(r) có nghĩa hệ có trật tự đường chéo tầm xa DLRO. 
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và Chester [43] đưa ra quan điểm cho rằng các khuyết tật ở 0 K có thể di chuyển tự 

do trong hệ thống mà không mất năng lượng, tạo thành ngưng tụ Bose - Einstein - 

một trạng thái vật chất cũng được đặc trưng bởi tham số trật tự ODLRO và dường 

như có liên hệ mật thiết với tính SF. 

Tuy nhiên, mọi nỗ lực tìm kiếm pha SS trong các tinh thể thực đều thất bại [23] 

do tạp chất và khó điều khiển các tương tác bên trong. Do đó, một hệ thống không chứa 

tạp chất và dễ điều khiển các tham số vật lý là nhu cầu thiết yếu. Mạng quang học xuất 

hiện trong vật lý gần đây mở ra lối thoát trong nghiên cứu thực nghiệm tìm kiếm pha 

siêu tinh thể. Gần đây, các tín hiệu tích cực của pha siêu tinh thể đồng loạt được xác 

nhận trong các thí nghiệm mạng quang cho các nguyên tử siêu lạnh [62, 100, 103]. Mặt 

khác, động lực học của các nguyên tử siêu lạnh trên mạng quang được mô tả đầy đủ 

bởi mô hình Bose – Hubbard [49, 50]. Hàng loạt kết quả nghiên cứu lý thuyết [57, 76] 

và mô phỏng cho mô hình Bose – Hubbard [8, 9, 10, 20, 76, 87, 92] đều chỉ ra pha siêu 

tinh thể được ổn định bởi các tương tác tầm xa như tương tác lân cận gần nhất (NN) và 

lân cận gần nhì (NNN) cho cả trường hợp hạt boson lõi cứng và boson lõi mềm. Nhưng 

hầu hết đều là SS gây ra bởi khuyết tật giữa nút ở phía trên mật độ tinh thể. Ở bên dưới 

mật độ tinh thể, hiện tượng phân tách pha [9] xảy ra, hệ thống chứa hỗn hợp pha SF và 

pha tinh thể.  

Một yếu tố khác đóng vai trò hỗ trợ hình thành pha siêu tinh thể là thế năng 

ngoài tuần hoàn. Chúng tôi đã khảo sát cho mô hình hạt boson lõi cứng dưới biểu 

hiện của tương tác giữa các nút NN và thế năng ghim tuần hoàn, pha siêu tinh thể 

được tìm thấy ở cả hai phía của mật độ tinh thể tương ứng với siêu tinh thể được gây 

ra bởi khuyết tật lỗ trống và khuyết tật giữa nút. Vậy thế năng ngoài tuần hoàn có thể 

làm phát sinh pha siêu tinh thể gây ra bởi khuyết tật lỗ trống hay không? Vấn đề thứ 

hai đáng quan tâm chính là tín hiệu của pha siêu tinh thể trong mô hình Bose – 

Hubbard dưới tác dụng của thế năng ghim tuần hoàn. 

Luận án này sẽ tiến hành khảo sát pha và chuyển pha trong các mô hình mạng 

hai chiều là: mô hình spin Ising có cạnh tranh tương tác và mô hình Bose – Hubbard 

chủ yếu bằng phương pháp mô phỏng.  
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Ở trong luận án này không đề cập đến cấu trúc hoặc mạng nano cụ thể nào cả. 

Cấu trúc nano được nhắc đến trong luận án tương ứng với trường hợp các màng mỏng 

hai chiều/ giả hai chiều có độ dày cỡ nano mét hoặc các vật liệu khối trong đó có sự 

phân tách pha và tồn tại các pha tương ứng kích thước nano mét. Ví dụ trong một số 

vật liệu dưới nhiệt độ phân tách pha có thể tồn tại các pha kích thước nano mét cạnh 

tranh với nhau như pha sắt từ, phản sắt từ, trật tự điện tích [28]...  

Nội dung nghiên cứu  

1.  Khảo sát ảnh hưởng của xác suất phân bố, thăng giáng trong tương tác lên 

đường cong từ hóa và đường cong từ trở trong mô hình Ising cho mạng vuông và 

mạng Shastry – Sutherland để mô tả các hiện tượng tương đồng trong giản đồ trạng 

thái giữa mô hình lý thuyết với các kết quả thực nghiệm cũng như góp phần giải thích 

được nguồn gốc của các bước nhảy từ trong lớp các vật liệu từ đa tinh thể perovskite 

Mangan và các tetraboxit đất hiếm RB4. 

2. Khảo sát giản đồ pha và các tham số trật tự đặc trưng trong mô hình Bose – 

Hubbard của các hạt boson dưới tác dụng thế năng ghim tuần hoàn. Từ đó, tìm ra các 

điều kiện cần thiết để ổn định pha siêu tinh thể trong mô hình. 

Phương pháp nghiên cứu 

Phương pháp giải tích trường trung bình kết hợp với tính toán số trên lập 

trình Matlab ứng dụng để khảo sát quá trình từ hóa trong mô hình Ising có cạnh 

tranh tương tác. 

Mô phỏng Monte Carlo với thuật toán Metropolis sử dụng để khảo sát mô hình 

Ising thăng giáng trong tích phân trao đổi trong mạng Shastry – Sutherland. 

Phương pháp Monte Carlo lượng tử với thuật toán Worm được áp dụng để mô 

phỏng cho hệ hạt boson tương quan mạnh trong mô hình Bose – Hubbard. 

Ý nghĩa khoa học của luận án 

Các kết quả nghiên cứu đã chỉ ra ảnh hưởng của tương tác và nhiễu loạn lên 

quá trình chuyển pha và hình thành các pha mới trong các mô hình mạng hoàn toàn 

phù hợp với các kết quả khảo sát trước đó ở trong các mô hình tương tự. Những 
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nghiên cứu lý thuyết trong luận án này góp phần mô tả và giải thích quá trình từ hóa 

trong các vật liệu đa tinh thể perovskite Mangan, tetraboxit đất hiếm, … cũng như 

định hướng con đường tìm kiếm thấy pha SS trong các thí nghiệm mạng quang học. 

Cấu trúc luận án 

Ngoài phần mục lục, mở đầu và kết luận chung, luận án có cấu trúc gồm 4 

phần chính như sau: 

Chương 1: Trình bày lý thuyết về pha, chuyển pha, lý thuyết Landau trong 

chuyển pha từ và đặc điểm của một số pha dị thường trong chuyển pha lượng tử.  

Chương 2: Đề cập đến tính toán giải tích cho mô hình Ising có cạnh tranh 

tương tác và kết quả nghiên cứu ảnh hưởng của xác suất và độ thăng giáng của tích 

phân trao đổi lên đường cong từ trở cùng với kết quả so sánh đường cong từ hóa và 

từ trở giữa mô hình lý thuyết với thực nghiệm cho các vật liệu perovsike Mangan. 

Chương 3: Giới thiệu về mô hình Ising có cạnh tranh tương tác trong mạng 

Shastry – Sutherland, phương pháp Monte Carlo cổ điển với thuật toán Metropolis và 

trình bày các kết quả khảo sát ảnh hưởng của xác suất thăng giáng, độ thăng giáng 

trong đường cong từ hóa. 

Chương 4: Mô tả phương pháp Monte Carlo lượng tử với thuật toán Worm và 

mô hình Bose – Hubbard của các hạt boson trong mạng vuông hai chiều. 
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CHƯƠNG 1: TỔNG QUAN VỀ PHA VÀ CHUYỂN PHA 
 

1.1. Pha và đặc trưng pha 

1.1.1. Định nghĩa pha 

Hệ vật lý với các trạng thái khác nhau là một phần thế giới của vật chất mà 

chúng ta xem xét. Hệ vật lý trong đó các phần của hệ có thể tương tác trao đổi năng 

lượng với nhau hoặc trao đổi với môi trường xung quanh dưới dạng công hoặc nhiệt 

lượng được gọi là hệ nhiệt động. Một hệ nhiệt động được mô tả đầy đủ thông qua tập 

hợp các trạng thái nhiệt động. Trạng thái của hệ nhiệt động được đặc trưng bởi các 

hàm trạng thái được gọi là các hàm nhiệt động lực học. Đó là hàm của các biến là các 

thông số đặc trưng. Các hàm nhiệt động lực học thường được sử dụng là nội năng U, 

năng lượng tự do Hemholtz F, enthalpy HE, năng lượng Gibbs hay thế nhiệt động G 

…Chúng là hàm của các tham số áp suất P, thể tích V và nhiệt độ tuyệt đối T của hệ. 

Các hàm nhiệt động được biểu diễn theo các thông số áp suất P, thể tích V và nhiệt 

độ tuyệt đối T của hệ như sau:  

Năng lượng tự do                    .eF U TS= −                                                 (1.1) 

Enthalpy                                 .EH U PV= +                                                  (1.2) 

Năng lượng tự do Gibbs       .eG U TS PV F PV= − + = +                         (1.3)  

Entropy của hệ                     .e

P

G
S

T

 
= − 

 
                                                (1.4)  

Nhiệt dung                            

2

2
.p

P

G
C T

T

 
= −  

 
                                        (1.5) 

Đối với vật liệu có trật tự từ hoặc trật tự điện, các hàm nhiệt động còn phụ 

thuộc vào các tham số trật tự (độ phân cực từ, điện …) và trường ngoài (từ trường, 

điện trường …).  

Pha của hệ nhiệt động được đặc trưng bởi tính đồng nhất trong đó các tính chất 

vật lý và thành phần hóa học tại mọi điểm đều như nhau hoặc nếu có biến đổi thì 

chúng biến đổi liên tục từ điểm này sang điểm khác [1]. Tính đồng nhất của mỗi pha 
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liên quan đến tính đối xứng nội của hệ nhiệt động trong pha đó. Tính đối xứng được 

đặc trưng thông qua tham số trật tự.   

 

Hình 1.1:  Ví dụ về một số pha của vật chất [45]. 

Các tham số trật tự đặc trưng cho các pha của hệ nhiệt động có thể là mật độ, 

chiết suất, độ từ hóa, độ phân cực điện … 

Một số ví dụ về các pha như: “pha rắn, pha lỏng của kim loại và hợp kim, pha 

sắt từ, thuận từ của các vật liệu từ, pha dẫn điện thường hoặc siêu dẫn của các chất 

siêu dẫn ...”[2]. Hình 1.1 biểu diễn một số pha khác nhau của vật chất. 

1.1.2. Chuyển pha và phân loại chuyển pha 

Hiện tượng chuyển pha xảy ra thường xuyên trong tự nhiên và được ứng dụng 

rộng rãi trong đời sống và sản xuất. Chuyển pha là quá trình biến đổi trạng thái của 

hệ nhiệt động từ mức độ đối xứng này sang mức độ đối xứng khác hình thành tính 

chất mới của hệ. Chuyển pha thường xảy ra dưới sự tác động của các tham số điều 

khiển như các đại lượng vật lý : nhiệt độ, áp suất, trường ngoài … 

Ví dụ một số loại chuyển pha như chuyển pha rắn – lỏng, lỏng – hơi [46] hay 

chuyển pha sắt từ - thuận từ [2] dưới tác động của nhiệt độ…. 

Tại điểm chuyển pha, trạng thái của hệ có thể thay đổi một cách liên tục hoặc 

thay đổi một cách đột ngột nhưng đối xứng tại điểm chuyển pha bao giờ cũng thay 

đổi dạng nhảy bậc.  
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Để nghiên cứu về quá trình chuyển pha, chúng ta thường bắt đầu bằng ứng 

dụng phương pháp nhiệt động lực học. Chúng ta sẽ mô phỏng hệ nhiệt động bằng một 

hệ lý tưởng tuân theo các nguyên lý nhiệt động lực học như nguyên lý bảo toàn năng 

lượng, nguyên lý tăng entropy của một hệ cô lập, nguyên lý thứ 3 của nhiệt động học 

(sự thay đổi entropy của một hệ ngưng tụ bất kỳ trong quá trình đẳng nhiệt thuận 

nghịch tiến tới 0  khi nhiệt độ tiến tới 0 Kenvin).  

Vào năm 1910, Kamerlingh Onnes ở trung tâm nghiên cứu vật chất nhiệt độ 

thấp của trường đại học Leiden, Hà Lan đã có khám phá thực nghiệm quan trọng cho 

thấy đạo hàm bậc hai năng lượng tự do cho hệ Helium lỏng bị gián đoạn [27], từ đó 

cung cấp dữ liệu trong việc phân loại đầu tiên về quá trình chuyển pha. Tiếp sau đó 

là tập hợp nghiên cứu về Helium trong suốt những năm 1920 và đánh dấu là phát hiện 

về chuyển pha dị thường trong Helium lỏng của Keesom vào năm 1932 đã đặt ra câu 

hỏi có bao nhiêu loại chuyển pha và cách phân loại chuyển pha [35]. Năm 1933, Paul 

Ehrenfest đã đưa ra lý thuyết phân loại chuyển pha đầu tiên. Quá trình chuyển pha có 

thể chia thành hai loại là: chuyển pha loại I và chuyển pha loại II. 

✓ Chuyển pha loại I: Trong chuyển pha loại I, trạng thái của hệ bị biến đổi đột 

ngột, đạo hàm bậc nhất của hàm thế nhiệt động bị gián đoạn tại điểm chuyển pha. 

Chuyển pha loại I có sự sắp xếp lại mạng tinh thể ví dụ như thay đổi góc giữa các mặt 

tinh thể xảy ra trong khoảng nhiệt độ rất hẹp dẫn đến thay đổi đột ngột đối xứng của 

vật. Ở chuyển pha loại I, hai pha có thể cùng tồn tại ở nhiệt độ chuyển pha ví dụ nước 

đá và nước ở 00C hay nước và hơi nước ở 1000C. Trong chuyển pha loại I có gián đoạn 

về entropy tức là kèm theo ẩn nhiệt. Khi entropy của hệ tăng (thu ẩn nhiệt) thì tính trật 

tự của hệ giảm và ngược lại.  

✓ Chuyển pha loại II: là quá trình chuyển pha mà trạng thái của hệ biến đổi 

liên tục nên tại điểm chuyển pha các pha không tồn tại đồng thời, hàm thế nhiệt động 

và đạo hàm bậc nhất của các thế nhiệt động cũng như các hàm trạng thái nhiệt động 

ví dụ như entropy liên tục nhưng đạo hàm bậc hai của thế nhiệt động thì bị gián đoạn  

Trong chuyển pha loại II không có ẩn nhiệt và luôn kèm theo sự biến đổi tính 

trật tự và tính đối xứng của hệ. Do trạng thái biến đổi liên tục nên tại điểm chuyển 
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pha loại II không phân biệt được các pha ở mức độ vĩ mô như chuyển pha loại I. Khi 

qua điểm chuyển pha loại II, hệ chỉ dịch chuyển qua điểm mà tính chất của các pha 

và sự phụ thuộc nhiệt độ của các tính chất đó trở nên khác nhau [2].  

 

 

Hình 1.2: Sự biến đổi của năng lượng tự do G, enthalpy HE, entropy Se, thể tích V và 

nhiệt dung Cp theo nhiệt độ trong trường hợp (a) không có chuyển pha, (b) chuyển 

pha loại I và (c) chuyển pha loại II [69]. 

Sự thay đổi của các tham số nhiệt động trong trường hợp không có chuyển 

pha, chuyển pha loại I và chuyển pha loại II được minh họa trên hình 1.2. 

Cũng theo phân loại của Ehrenfest, tồn tại chuyển pha bậc cao gọi là chuyển 

pha đa tới hạn hay chuyển pha bậc n. Điểm chuyển pha tương ứng gọi là điểm đa tới 

hạn. Trong chuyển pha đa tới hạn, các hàm thế nhiệt động thay đổi liên tục khi qua 

điểm chuyển pha, một số đạo hàm bậc hai và bậc cao hơn của thế nhiệt động theo các 

thông số trạng thái bị triệt tiêu tại điểm chuyển pha. Tại điểm đa tới hạn có n pha 

giống nhau không phân biệt được. 
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1.1.3. Tham số trật tự 

Vào năm 1937, Landau đã đưa ra khái niệm thay đổi tính đối xứng tại điểm 

chuyển pha. Trong chuyển pha loại II các đại lượng vật lý vẫn biến đổi liên tục, không 

có ẩn nhiệt nhưng có sự thay đổi về tính trật tự và tính đối xứng, do đó để mô tả được 

sự chuyển pha, Landau đã đưa vào khái niệm tham số trật tự (order parameter). Tham 

số trật tự là đại lượng phản ánh trạng thái của các pha, ký hiệu là η. Ở nhiệt độ thấp 

hơn nhiệt độ chuyển pha, pha có tính đối xứng thấp (pha trật tự) tham số trật tự có 

giá trị khác 0 (η ≠0). Còn ở nhiệt độ cao hơn nhiệt độ chuyển pha, pha có tính đối 

xứng cao (pha mất trật tự) tham số trật tự bị triệt tiêu (η =0) [1][2].  

Tham số trật tự có thể là đại lượng vô hướng, đại lượng vectơ hoặc thậm 

chí là một tenxơ. Ví dụ tham số trật tự trong các hệ thống từ tính là độ từ hóa (đại 

lượng véctơ) , trong chất lỏng là mật độ pha lỏng trừ mật độ pha khí (đại lượng vô 

hướng)... [35].  

Tham số trật tự η thay đổi từ giá trị η = 0 (trạng thái mất trật tự tuyệt đối) đến 

η = 1 (trạng thái trật tự tuyệt đối). Khi giảm nhiệt độ thấp hơn nhiệt độ chuyển pha, 

hệ thống bắt đầu thay đổi từ trạng thái hỗn độn sang trái thái trật tự một phần. Tiếp 

tục giảm nhiệt độ xuống thấp hơn nữa, chúng ta có thể đạt được trạng thái trật tự tuyệt 

đối. Trong chuyển pha loại I, tham số trật tự thay đổi nhảy bậc theo nhiệt độ và biến 

đổi từ từ trong chuyển pha loại II [2] (xem hình 1.3). 

 

Hình 1.3: Sự phụ thuộc của tham số trật tự vào nhiệt độ trong chuyển pha loại I và 

chuyển pha loại II [44]. 
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Tuy nhiên có một vài hệ thống, trật tự pha bị ẩn đi và không thể xác định được bản 

chất của tham số trật tự. Khi đó chúng ta có thể định nghĩa hàm tương quan của tham số 

trật tự. Khác với quá trình chuyển pha, các hàm tương quan phân kì theo quy luật hàm 

số mũ đối với độ dài tương quan   và thời gian đặc trưng 𝓉. 

Khi khảo sát các đại lượng nhiệt động, hàm thế nhiệt động là hàm của áp suất 

P, nhiệt độ tuyệt đối T, lực suy rộng ℱ và cả biến tham số trật tự η. Áp suất P và nhiệt 

độ T có giá trị cho trước tùy ý, còn giá trị thực tế của tham số trật tự η phải xác định 

từ điều kiện cân bằng nhiệt động hay điều kiện cực tiểu năng lượng [2]. 

1.1.4. Hiện tượng tới hạn 

Hiện tượng tới hạn là hiện tượng liên hệ với những biểu hiện đặc biệt của vật 

chất khi ở gần hoặc ở tại điểm chuyển pha liên tục (còn được gọi là điểm tới hạn). 

Trong nhiệt động lực học, điểm tới hạn là điểm cuối của đường cong cân bằng pha. 

 Điểm tới hạn lần đầu tiên được khám phá vào khoảng hơn 100 năm trước 

nhưng việc nghiên cứu những biểu hiện ở gần điểm tới hạn chỉ mới xuất hiện gần 

đây. Trong mỗi trường hợp, tính chất của điểm tới hạn xuất hiện do hệ thống tồn tại 

những bậc tự do nhất định có những dao động lớn bất thường trên thang bước sóng 

dài. Những dao động lớn là nguyên nhân phá vỡ các định luật vĩ mô thông thường 

của các hệ vật chất ngưng tụ và đó là một thách thức lớn để tìm ra các định luật mới 

mô tả hệ thống ở điểm tới hạn. Thách thức xảy ra đối với các nhà vật lý lý thuyết vì 

các dao động lớn không thể xử lý được bằng lý thuyết tính toán cũ và đối với các nhà 

vật lý thực nghiệm khi thực hiện các phép đo ở gần điểm tới hạn để kiểm tra các lý 

thuyết hiện có hoặc khám phá trực tiếp ra các định luật tới hạn. 

Nghiên cứu về hiện tượng tới hạn đã đạt được rất nhiều thành công, những hiểu 

biết mà chúng ta có được thật sự hữu ích áp dụng nghiên cứu cho những hệ thống khác 

gồm có lý thuyết trường lượng tử cho các hạt cơ bản, giải thích hiện tượng trong chuỗi 

polyme [72]... Nghiên cứu thực nghiệm về các hiện tượng tới hạn cũng có những tác 

động tích cực cả trong lẫn ngoài lĩnh vực vật lý vật chất ngưng tụ.  

Trong giản đồ pha 2 chiều, có thể có những trường hợp đường chuyển pha loại 

II gặp đường chuyển pha loại I tại điểm được gọi là điểm ba tới hạn (tricritical point).  
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Có những trường hợp nhiều đường chuyển pha gặp nhau tại một điểm thì điểm đó 

được gọi là điểm đa tới hạn (multicritical point). Trong giản đồ pha 3 chiều, có thể 

tồn tại các đường tới hạn (Critical line). 

Khi nghiên cứu chuyển pha loại II, chúng ta thường khảo sát sự biến thiên của 

các đại lượng vật lý khi nhiệt độ T tiến gần đến nhiệt độ chuyển pha TC hoặc dạng 

phụ thuộc của các đại lượng vào tỷ số không thứ nguyên                              

                                                  .
C

C

T T

T


−
=                                                 (1.6) 

Gần điểm tới hạn, đại lượng vật lý A có dạng: 

 ,aA                                                           (1.7)              

các chỉ số a là các chỉ số tới hạn, bộ các chỉ số tới hạn thường mang tính chất 

phổ quát và giữa chúng có các hệ thức xác định.  

1.2. Chuyển pha từ 

1.2.1. Lý thuyết Landau cho chuyển pha từ 

Theo lý thuyết Landau, năng lượng tự do Helmholtz của hệ khai triển theo 

chuỗi Taylor của tham số trật tự mômen từ M của hệ. Ở tại nhiệt độ chuyển pha TC 

tham số trật tự M có giá trị nhỏ nên chỉ khảo sát năng lượng khai triển ở số hạng thứ 

hai, cộng thêm sự đóng góp của hiệu ứng Zeeman (năng lượng thế năng trong trường 

nội phân tử), năng lượng tự do có dạng: 

                                         F = F0 + FM .                                                      (1.8) 

Trong đó F0 là phần năng lượng không phụ thuộc vào tham số trật tự và trường 

ngoài còn FM là phần năng lượng tự do phụ thuộc tham số trật tự và trường ngoài 

được biểu diễn như sau [70]:  

( )2 4

0

1 1
( ) ,

2 4
MF A T M B T M MH= + −                                 (1.9) 

trong đó các hệ số khai triển A(T) và B(T) là các hàm giải tích của nhiệt độ T, 

H là từ trường ngoài, 0 độ từ thẩm chân không. Cực tiểu hóa năng lượng tự do  

trong công thức (1.9) ta có:  
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                  3

0( ) ( ) 0.MF
A T M B T M H

M



= + − =


                          (1.10) 

Từ phương trình (1.10) ta thu được:  

 2 0( )
.

( ) ( )

HA T
M

B T B T M


= − +                                          (1.11) 

Hệ số A và B được xác định thông qua từng mô hình vi mô cụ thể.  

Áp dụng lý thuyết chuyển pha loại II Landau cho mô hình sắt từ vùng Stoner 

[37]. Mômen từ của hệ sắt từ linh động được biểu diễn như sau:  

              
2

2 2 0

2

2
( , ) (0,0) 1 .

( , )C

HT
M H T M

T M H T

 
= − + 

 
                         (1.12) 

So sánh các phương trình (1.11) và (1.12) ta có giá trị của hệ số A và B:  

2

0

0

2

0 0

1

; ,
2 (0,0) 2

C

T

T
B A

M




 

  
 − 
   = =                      (1.13) 

 hệ số B không phụ thuộc nhiệt độ còn hệ số ( )CA a T T − với a là hằng số 

dương. Hệ số A > 0 khi T > TC và A < 0 khi T < TC. Trong phương trình (1.13) M(0,0) 

là mômen từ tự phát ở 0 K khi không có từ trường ngoài (H = 0), 0 là độ cảm từ ở 

T = 0 K. Hình 1.4 chỉ ra sự phụ thuộc của năng lượng tự do vào mômen từ và mômen 

từ phụ thuộc vào nhiệt độ vào từ trường ngoài. 
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Hình 1.4: (a) Sự phụ thuộc của hàm năng lượng tự do Hemholtz vào giá trị 

mômen từ khi không có trường ngoài, (b) Sự phụ thuộc của năng lượng tự do vào 

mômen từ khi có trường ngoài , (c) Đường từ nhiệt (M, T) trong trường ngoài H = 

0, (d) Đường từ hóa (M, H) tương ứng với nhiệt độ xác định ở trên và dưới nhiệt độ 

Curie TC [70]. 

Theo lý thuyết Landau, trạng thái thuận từ Pauli tồn tại khi từ độ M = 0 và hệ 

số A(T) > 0. Khi A(T) < 0 xuất hiện độ từ hóa tự phát ổn định ở H = 0. Mômen từ tự 

phát được xác định bởi:  

2 ( )A T
M

B
= − .                                             (1.14) 

Trong trường hợp khi có trường ngoài đặt vào và giá trị A(T) < 0, mômen từ 

tự phát được xác định theo phương trình (1.11). Từ phương trình (1.12) ta thấy đồ thị 

M2(H,T) là hàm tuyến tính theo 
H

M(H,T)
, do đó có thể vẽ các đường đẳng nhiệt khác 

nhau của M2 theo 
H

M
 để xác định được hệ số A(T) và B(T). Vì A(TC) = 0 nên A(T) sẽ 

biến mất tại nhiệt độ chuyển pha Curie TC. Nhiệt độ chuyển pha Curie được xác định 
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với đường đẳng nhiệt có 0 là điểm chặn. Đồ thị đường đẳng nhiệt M2 nghịch đảo theo 

H

M
 được gọi là đồ thị Arrott và đó là một phương pháp để xác định nhiệt độ trật tự 

sắt từ bằng phép đo từ hóa. 

 

Mở rộng khai triển phương trình năng lượng tự do Landau ở bậc cao hơn, tồn 

tại giá trị năng lượng tự do cực tiểu M > 0 có thể phát sinh ra trạng thái meta từ (trạng 

thái từ giả bền). Nếu A(T) < 0 thì trạng thái thuận từ Pauli có thể biến đổi thành trạng 

thái sắt từ có giá trị M nhỏ. Tuy nhiên nếu B(T) < 0, có thể thêm cực tiểu trong năng 

lượng tự do Hemholtz ở giá trị trường ngoài H ≠ 0 và giá trị cực tiểu này có thể nhỏ 

hơn so với giá trị tại M1. Trong trường hợp này, hệ thống lựa chọn cực tiểu thứ hai 

với giá trị M2 khi có từ trường ngoài và xuất hiện đường cong meta từ bậc 1. 

 

Hình 1.5: Đường cong từ hóa cho chuyển pha meta từ trong trường ngoài. 

Khi H < HC  mômen từ có giá trị là M1 và H > HC mômen từ có giá trị M2; Đường 

chuyển pha loại 1 từ M1 tới M2 [70]. 

Hình 1.5 minh họa chuyển pha meta từ cảm ứng bởi trường ngoài, khi H = 

HC (HC là từ trường tới hạn), hai điểm cực tiểu của năng lượng tự do tại M1 và M2 

bằng nhau. 
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1.2.2. Số mũ tới hạn trong chuyển pha từ 

Mục tiêu của phương pháp nhiệt động lực học giải quyết bài toán chuyển pha 

từ là xác định các chỉ số tới hạn liên quan đến quá trình chuyển pha. Điều này liên 

quan đến việc mô tả quy luật phụ thuộc nhiệt độ theo hàm mũ của các đại lượng nhiệt 

động lực học ở gần quá trình chuyển pha trật tự. Giá trị nhiệt độ gần điểm chuyển pha 

được định nghĩa theo phương trình (1.6) và 𝜃 → 0 khi T → TC.  

Khi từ trường ngoài bằng 0, tại T > TC thì nhiệt dung C và độ cảm từ T  tỷ 

lệ theo quy luật 

; .TC    − −                                         (1.15) 

Khi T < TC, nhiệt dung C, độ từ hóa M và độ cảm từ T  tuân theo quy luật tỷ lệ  

' ' '( ) ; ( ) ; ( ) .TC M     − −− − −                        (1.16) 

Ở nhiệt độ TC, đường đẳng nhiệt tới hạn mô tả sự phụ thuộc mômen từ M theo 

từ trường H như sau:  

                      H M


.                                                   (1.17) 

Theo lý thuyết Landau có thể tìm thấy số mũ tới hạn β' và 𝛿 như sau: 

Hệ số A(T) = a(T – TC) dương khi nhiệt độ T > TC và âm khi T < TC. Năng 

lượng tự do có dạng:                  

                         2 4

0

1 1
( ) .

2 4
M CF a T T M BM MH= − + −                          (1.18) 

Cực tiểu năng lượng tự do theo tham số trật tự được xác định từ điều kiện        

                           3

0( ) 0.M
C

F
a T T M BM H

M



= − + − =


                         (1.19) 

Khi không có từ trường ngoài (H = 0) ta được  

                                                      

1/2
( )

.ca T T
M

B

− 
=  
 

                                      (1.20) 

Theo (1.16) ta suy ra được 𝛽′ = 
1

2
. 
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Khi H ≠ 0 và ở nhiệt độ chuyển pha T = TC thì 3 0H
M

B


= ; từ (1.17) ta có 𝛿 = 3. 

Như vậy, lý thuyết Landau hay lý thuyết trường trung bình cho thấy chỉ số 

tới hạn có giá trị 𝛽′ = 
1

2
 và 𝛿 = 3. 

1.3. Chuyển pha lượng tử 

1.3.1. Cơ chế lượng tử và vùng tới hạn 

Chuyển pha lượng tử là quá trình chuyển pha xảy ra khi thay đổi các tham số 

như áp suất, từ trường hoặc thành phần hóa học …ở không độ tuyệt đối T = 0 K [68]. 

Trên thực tế không thể giảm nhiệt độ xuống không độ tuyệt đối do đó chuyển pha 

lượng tử là một khái niệm khá trừu tượng về mặt lý thuyết. Tuy nhiên, nó là chìa khóa 

để giải thích một loạt các kết quả thực nghiệm.  

Một câu hỏi được đặt ra là cơ chế lượng tử đóng vai trò quan trọng như thế 

nào trong quá trình chuyển pha liên tục? Thực tế là khi thay đổi các tham số thì nhiệt 

độ tới hạn TC cũng thay đổi. Khi nhiệt độ TC > 0, quá trình chuyển pha được thúc đẩy 

bởi dao động nhiệt và khi độ dài tương quan phân kì thì đó chính là ngưỡng mà tại 

đó xuất hiện các biểu hiện cổ điển. Tuy nhiên khi TC = 0, dao động nhiệt bị triệt tiêu 

lúc này các dao động lượng tử là nguyên nhân phá hủy tính trật tự của hệ thống. Đặc 

biệt quan trọng là các dao động lượng tử không chỉ chi phối tính chất của vật liệu 

trong vùng lân cận điểm tới hạn lượng tử ở không độ tuyệt đối mà còn ở vùng giá trị 

nhiệt độ thấp khác không. Các trật tự vĩ mô bị phá hủy bởi các dao động lượng tử 

tuân theo đúng nguyên lý bất định Heisenberg và điểm tới hạn TC trong quá trình 

chuyển pha lượng tử liên tục được gọi là điểm tới hạn lượng tử.  

Để hiểu rõ hơn về tính chất của chuyển pha lượng tử, ta cùng xem xét bức 

tranh pha tổng quát liên hệ giữa nhiệt độ và tham số điều khiển r (tham số r có thể là 

từ trường ngoài, áp suất hoặc thành phần hóa học…). 
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Hình 1.6: Bức tranh pha xung quanh điểm chuyển pha lượng tử (QPC) tại T = 0 K 

và tham số điều khiển r = rc của hệ thống có pha trật tự cơ bản ở (a) không độ tuyệt 

đối và (b) nhiệt độ hữu hạn [4]. 

Đối với một số hệ nhiệt động nhất định, trật tự tầm xa không xuất hiện ở giá 

trị nhiệt độ hữu hạn nhưng hệ thống hình thành trạng thái trật tự cơ bản tại T = 0 K 

(hình 1.6a). Bức tranh pha tồn tại ba vùng đặc trưng phụ thuộc vào loại dao động của 

tham số trật tự là dao động lượng tử hay dao động nhiệt. Các pha được phân chia bởi 

các đường biên pha. Trong vùng mất trật tự nhiệt động, dao động nhiệt đóng vai trò 

phá hủy các tương tác tầm xa còn trong vùng mất trật tự lượng tử, tính chất vật lý bị 

chi phối bởi các dao động lượng tử. Hệ thống ở trạng thái mất trật tự lượng tử cơ bản 

xảy ra khi r > rc. Vùng ở giữa là vùng lượng tử tới hạn [65, 89] mà ở đó cả hai loại 

dao động đều đóng vai trò quan trọng. Vùng lượng tử tới hạn bắt đầu từ vị trí tham 

số r = rc ở giá trị nhiệt độ cao. Biên pha được xác định thông qua điều kiện giữa năng 

lượng nhiệt kBT và năng lượng dao động lượng tử c cr r


  −
z
 với z  là số mũ tới 

hạn nhiệt động. Tính chất vật lý của hệ thống trong vùng lượng tử tới hạn bị điều 

khiển bởi kích thích nhiệt động của trạng thái cơ bản lượng tử tới hạn và điều này gây 

ra các tính chất nhiệt độ hữu hạn bất thường như định luật năng lượng bất quy tắc 

hoặc biểu hiện chất lỏng không Fermi…Đặc trưng phổ quát chỉ quan sát thấy trong 
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vùng của điểm tới hạn lượng tử khi độ dài tương quan lớn hơn rất nhiều so với chiều 

dài vi mô đặc trưng. 

Khi trật tự xuất hiện ở giá trị nhiệt độ hữu hạn (hình 1.6b), trong hệ xảy ra quá 

trình chuyển pha ở vùng nhiệt độ thấp. Điểm tới hạn lượng tử là điểm cuối của đường 

chuyển pha nhiệt độ hữu hạn. Các dao động cổ điển chiếm ưu thế trong vùng lân cận 

biên pha nhiệt độ hữu hạn và thu hẹp hơn khi nhiệt độ giảm, thậm chí không quan sát 

được trong thực nghiệm ở vùng nhiệt độ thấp. Tại điểm tới hạn lượng tử  r = rc, nhiệt 

độ T = 0 K và entropy Se của hệ thống bằng 0 còn các đạo hàm của nó bị suy biến. 

Khi  r > rc, các dao động lượng tử phá hủy pha mất trật tự tương ứng với trật tự tương 

tác tầm xa. Các biểu hiện dị thường được quan sát thấy trong vùng lượng tử tới hạn, 

tính chất của các đại lượng tĩnh cũng bị ảnh hưởng bởi số mũ tới hạn nhiệt động z  

của quá trình chuyển pha lượng tử. Đường biên nhiệt độ tỷ lệ với giá trị 
cr r− . 

1.3.2. Một số pha lượng tử dị thường 

1.3.2.1. Pha siêu chảy (Pha SF) 

Tính SF là đặc tính duy trì dòng chảy liên tục, không ma sát của một chất 

lỏng và được quan sát thấy trên các nguyên tử của Helium lỏng. Các nghiên cứu bắt 

đầu từ năm 1908 khi H. Kamerlingh Onnes hóa lỏng thành công He ở dưới nhiệt độ 

chuyển pha lỏng khí 4,2 K [58]. Sau đó vào năm 1927, M. Wolfke và W.H. Keesom 

nhận thấy một quá trình chuyển pha khác ở nhiệt độ thấp khoảng 2,17 K. Khảo sát 

đường nhiệt dung riêng theo nhiệt độ xuất hiện một cực đại dạng 𝜆 do đó điểm 

chuyển pha được gọi là điểm 𝜆. Như vậy, tồn tại hai pha He lỏng khác nhau là 

“Helium I” và “Helium II”.  Năm 1938, khi làm thí nghiệm đo độ nhớt của Helium 

II, Kapitza đã phát hiện được hiện tượng chảy không ma sát của pha He lỏng này 

[6] và ông đã gọi đó là hiện tượng “siêu chảy” và trực giác sâu sắc về một mối liên 

hệ với tính siêu dẫn. Cũng trong năm 1938, F. London đưa ra đề xuất liên hệ giữa 

tính SF với ngưng tụ Bose-Einstein ngay sau khi phát hiện He4 trải qua quá trình 

ngưng tụ Bose – Einstein [6].  
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Để giải thích cho tính chất SF của Helium II, Tisza và Landau [6] đã đề xuất  

mô hình hai giọt lỏng: giả thiết pha Heli II gồm hai thành phần “chất lỏng thường” 

và “chất siêu chảy (SF)”. SF chứa thành phần ngưng tụ có mật độ hạt 𝜌s  còn chất 

lỏng thường chứa các kích thích cơ bản như phonon có mật độ hạt 𝜌n trong đó các hạt 

trong thành phần “chất lỏng thường” và “chất siêu chảy SF” chuyển động với vận tốc 

khác nhau. Mật độ hạt của dòng chảy là: 

                                    ρ(r) = ρ
s
(r) + ρ

n
(r),                                           (1.21) 

Với r là véc tơ vị trí của hạt trong không gian.  

Mật độ hạt trung bình của “chất lỏng thường” và “chất siêu chảy SF” trong hệ 

thống là   sρ và nρ . Trong hệ thống bất biến tịnh tiến thì  ρ
s
(r)=   sρ  và  ρ

n
(r) = nρ . 

Biểu hiện SF xuất hiện thông qua quá trình chuyển pha ở nhiệt độ TC. Trong 

hệ thống bất biến tịnh tiến, mật độ SF sẽ có giá trị khác không, tăng nhanh khi T → 0 

và đạt giá trị cực đại   sρ ρ  tại T = 0 K. 

Trong đó ρ̅ = N/V là mật độ hạt trung bình của hệ thống N hạt chứa trong thể 

tích V. Mặt khác, hiện tượng SF liên quan với sự ngưng tụ Bose-Eistein. Trong trường 

hợp xảy ra ngưng tụ Bose-Einstein, hệ thống sẽ biểu hiện trật tự tầm xa ngoài đường 

chéo ODLRO. Tính chất SF được xác định thông qua ma trận mật độ đơn hạt n(r, r') 

biểu diễn qua toán tử sinh hủy hạt   ψ†(r) và ψ(r) : 

                                 n(r, r') =  〈ψ†(r)ψ( r')〉,                                       (1.22) 

với r và r' là các véc tơ vị trí của hạt trong không gian. 

Xét hệ thống đồng nhất có N hạt chứa trong thể tích V thỏa mãn giới hạn nhiệt 

động lực học N, V → ∞ và mật độ hạt trung bình �̅� = N/V = const. Giả thiết hệ thống 

bất biến tịnh tiến và ma trận mật độ chỉ phụ thuộc vào giá trị tuyệt đối phân tách hai 

điểm trong không gian:  

                                       n(r,r' ) = n(|r-r'|) = n(s).                                 (1.23) 

 Ngưng tụ Bose-Einstein diễn ra trong toàn bộ không gian động lượng, do đó 

biểu diễn lại ma trận mật độ đơn hạt theo phân bố động lượng (khai triển Fourier theo 

động lượng với ñ(p) là ảnh Fourier của n(s)): 
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3 .

-i
1

n s  = e n d p
V

ps

p                                         (1.24) 

Ở vùng nhiệt độ trên nhiệt độ ngưng tụ, hệ thống có phân bố động lượng trơn 

mịn thì ta có ma trận mật độ đơn hạt giảm về 0 trên khoảng cách lớn so với độ dài 

bước sóng deBroglie của kích thích cơ bản                              

                                               lim
s→∞

n(s) =0.                                          (1.25) 

Phân bố động lượng của ngưng tụ Bose-Einstein biểu hiện đặc biệt ở động 

lượng p = 0 

                                      ñ(p) = N0δ(p) + 'n (p),                                       (1.26) 

trong đó N0δ(p) là thành phần ngưng tụ, '( )n p  là thành phần không ngưng 

tụ. 

Thành phần ngưng tụ ở trạng thái mômen động lượng p = 0 được xác định: 

                                        
3 3

s 2

1
= n  d r d r'.

V
r, r'                                (1.27) 

Ma trận mật độ có giá trị hữu hạn bằng mật độ hạt ngưng tụ khi khoảng cách 

s → ∞ 

                               0
0lim ( ) s

s

N
n s n

V


→
= = =                                  (1.28) 

Ma trận mật độ đơn hạt trong trường hợp ngưng tụ Bose-Einstein có giá trị 

hữu hạn xác định bởi thành phần ngưng tụ có nghĩa là hệ thống biểu hiện trật tự tầm 

xa ngoài đường chéo ODLRO. Theo Penrose và Onsager, biểu hiện ngưng tụ Bose-

Einstein xuất hiện tương ứng với sự tồn tại của trật tự tầm xa ngoài đường chéo 

ODLRO [14]. 

1.3.2.2. Pha siêu tinh thể (Pha SS) 

SS là một trạng thái lượng tử kì lạ của vật chất trong đó các phần tử vừa có 

cấu trúc tinh thể đồng thời biểu hiện tính chất chảy không ma sát (tính SF) [14, 56]. 

Đây là hai đặc tính loại trừ lẫn nhau khiến cho SS trở thành trạng thái lượng tử hấp 

dẫn đối các nhà nghiên cứu lý thuyết cũng như thực nghiệm. Rất nhiều những nghiên 
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cứu chứng minh sự tồn tại của pha SS được thực hiện từ những năm 50 của thế kỉ 

trước cho đến tận ngày nay, bắt đầu với công trình của Penrose và Onsager năm 

1956 (có thể xem chi tiết trong tài liệu tham khảo [14]), tiếp đến là Thouless, 

Andreev, Lifshitz và Chester [43, 56].  

Về mặt khái niệm, pha SS tồn tại hai loại trật tự khác nhau: trật tự đường chéo 

tầm xa DLRO được mô tả thông qua hệ số cấu trúc tĩnh S(Q) đặc trưng cho cấu trúc 

tinh thể và trật tự tầm xa ngoài đường chéo ODLRO đặc trưng cho tính chất SF. 

Trong cấu trúc tinh thể các nguyên tử (phân tử) được sắp xếp một cách trật tự, 

mỗi nguyên tử (phân tử) chiếm giữ một vị trí nút mạng trong không gian.   

Trong mô hình liên tục, mật độ địa phương ρ(r) khác với mật độ chất rắn trung 

bình ρ̅ là δρ(r) 

                                             δρ ρ ρr r .                                        (1.29) 

Khi δρ(r) ≠ 0 bất biến tịnh tiến của chất rắn bị phá vỡ. Trật tự của hệ thống bây 

giờ được biểu diễn thông qua điều kiện bất biến tịnh tiến của thăng giáng mật độ: 

δρ(r)=δρ(r+T) với T là vectơ mạng tinh thể. Tiến hành biến đổi Fourier cho δρ(r) ta 

thu được mật độ định xứ trong không gian vectơ sóng Q 

                                   
-i 31

= e ρ d r
V

,Qr
Q r                                  (1.30) 

với ρ̃(Q) là ảnh Fourier của ρ(r). 

Hệ số cấu trúc tĩnh được xác định qua ảnh Fourier của mật độ hạt 

2

S( )=Q Q mô tả đỉnh tương ứng với vectơ sóng Q trong không gian mạng đảo 

(mạng đảo với véc tơ mạng đảo  G  được xác định theo điều kiện G.T = 2πn).  

Trong thực nghiệm, đỉnh của hệ số cấu trúc là cực đại của cường độ ánh sáng 

tán xạ ra khỏi mẫu tinh thể ở các góc xác định. 

. 
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CHƯƠNG 2: QUÁ TRÌNH TỪ HÓA LOẠI I TRONG 

 PEROVSKITE MANGAN 

Nghiên cứu các hệ thống tương quan mạnh là một đề tài thực sự hấp dẫn trong 

ngành vật lý vật chất ngưng tụ. Một số các tính chất phức tạp của hệ nhiều hạt có thể 

được giải thích, dự đoán nhờ những mô hình đơn giản về hình thức nhưng chứa đựng 

nội dung vật lý sâu sắc. Ví dụ mô hình spin Heisenberg có thể giải thích được tính 

chất từ của nhiều vật liệu từ tính mạnh, mô hình các hạt boson, fermion tương tác với 

nhau có thể giải thích được nhiều tính chất của chất rắn. Sự hình thành các tính chất 

vật lý, các trật tự pha khác nhau hay quá trình chuyển pha xảy ra trong hệ thống đều 

là hệ quả của  các tương tác giữa các hạt cấu thành hệ thống, của cấu trúc mạng và 

trường ngoài... Trong các yếu tố tác động lên tính chất thì cấu trúc, liên kết giữa các 

hạt của hệ thống đóng vai trò quan trọng hàng đầu. Tùy thuộc vào loại vật liệu khảo 

sát mà chúng ta có thể sử dụng các mô hình với các cấu trúc liên kết khác nhau.  

Khi nghiên cứu tính chất từ của vật liệu, thông thường ta chỉ xem xét các 

nguyên tử có từ tính và có thể mô tả tương tác của chúng thông qua các mô hình spin 

trong đó mạng hình học được xác định bởi sự sắp xếp của các nguyên tử từ, có thể bỏ 

qua các yếu tố hình học của phần còn lại. Mạng mô hình không cần thiết phải bảo 

toàn mạng hình học thực của tất cả các nguyên tử. Mạng hình học thực của các loại 

vật liệu có thể thu nhỏ lại thành một số mạng mô hình phổ biến như mạng vuông, 

mạng tam giác, mạng Kagome … Vì thế, nghiên cứu đầy đủ về mô hình mạng với tất 

cả các cường độ tương tác khả dĩ là một vấn đề quan trọng trong nghiên cứu tính chất 

của các vật liệu. Các nghiên cứu trong phần đầu của luận án đều tập trung vào khảo 

sát  hiện tượng vật lý liên quan đến quá trình hình thành pha và chuyển pha trong các 

mô hình mạng là mô hình spin Ising hai chiều cho mạng vuông (chương 2), mạng 

Shastry – Sutherland (chương 3). 
 

Nội dung của chương 2 tập trung vào khảo sát quá trình chuyển pha loại I xảy 

ra trong các vật liệu perovskite Mangan pha tạp. Quá trình chuyển pha loại I [16] 

dưới tác dụng của trường ngoài (còn được gọi là quá trình từ hóa loại I) là hiện tượng 

hệ từ tính chuyển đột ngột từ một trạng thái từ này sang trạng thái từ khác đặc trưng 
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bằng sự nhảy bậc trong đường cong từ hóa tại một hay nhiều trường tới hạn. Ví dụ 

quá trình từ hóa loại I được biết đến như quá trình chuyển pha xảy ra dưới tác động 

của từ trường ở nhiệt độ thấp trong tinh thể phản sắt từ. 

 Perovskite Mangan pha tạp là loại vật liệu dưới nhiệt độ phân tách pha có thể 

tồn tại các pha kích thước nano mét cạnh tranh với nhau như pha sắt từ, pha phản sắt 

từ, pha trật tự điện tích …[28]. Một trong số những vật liệu perovskite Mangan nhận 

được nhiều sự quan tâm, chú ý của các nhà khoa học đó là tổ hợp vật liệu perovskite 

Pr1-xCaxMnO3. Ở khoảng nồng độ của Ca là 0.3 ≤ x ≤ 0.75, trong vật liệu hình thành 

pha trật tự điện tích cách điện khi không có trường ngoài. Biểu hiện này hoàn toàn 

khác biệt với biểu hiện sắt từ kim loại của các tổ hợp vật liệu Mangan khác.  

Nghiên cứu thực nghiệm của các vật liệu perovskite Mangan pha tạp 

Pr0.5Ca0.5Mn1-xMxO3 (M = Co, Ga …) cho thấy quá trình từ hóa loại I có đường cong 

từ hóa biến đổi không liên tục gây ra các bước nhảy tương ứng trong đường từ trở 

[32, 66, 104]. Các nghiên cứu lý thuyết đều chỉ ra rằng tính chất từ của các perovskite 

Mangan pha tạp xuất phát từ tương tác giữa các iôn Mangan với hai loại hóa trị là 

Mn+3 và Mn+4. Perovskite Mangan pha tạp là vật liệu phân tách pha chứa các kiểu 

nhóm liên kết khác nhau, nổi bật là cạnh tranh giữa tương tác phản sắt từ (AF) (tương 

tác siêu trao đổi giữa các iôn Mangan cùng hóa trị) và tương tác sắt từ (FM) (trao đổi 

kép giữa các iôn Mangan khác hóa trị thông qua nguyên tử Ôxi). Phân bố ngẫu nhiên 

của các iôn Mn+3 và Mn+4 trên các vị trí mạng tinh thể từ có liên hệ mật thiết với 

tương tác ngẫu nhiên của các spin trong mạng tinh thể. Xác suất mỗi loại tương tác 

phụ thuộc vào tỷ lệ nồng độ iôn Mangan Mn+3, Mn+4.  

Mô hình mô tả đầy đủ các loại tương tác bên trong vật liệu perovskite Mangan 

pha tạp rất phức tạp không thể giải chính xác, do đó mọi nỗ lực tìm kiếm một mô 

hình đơn giản để hiểu được cơ chế xảy ra trong các loại vật liệu này là cần thiết. Trong 

trường tinh thể, orbital chưa lấp đầy lớp 3d của iôn Mangan bị phân tách thành hai 

trạng thái là trạng thái t2g và trạng thái eg. Các electron trong vùng eg có thể nhảy tự 

do sang các vùng trống của các iôn từ khác hóa trị bên cạnh trong khi các electron ở 

mức t2g định xứ tại nút mạng. Vì vậy spin của các electron t2g trong iôn Mangan được 
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coi như các spin định xứ với 
2 gtS = 3/2 theo quy tắc Hund. Giá trị spin thực 3/2 đủ 

lớn để có thể xem xét xấp xỉ spin cổ điển. Hơn nữa, xét trường hợp tương tác trao đổi 

Hund JH giữa các electron t2g với điện tử linh động eg rất mạnh so với động năng nhảy  

t của electron eg giữa hai iôn Mangan lân cận gần nhất (JH ≫ t) đã làm giảm đi rất 

nhiều sự phức tạp của mô hình orbital gốc. Trong giới hạn này, spin của các electron 

eg song song với hướng của spin định xứ và xoay theo hướng của từ trường ngoài đặt 

vào vật liệu biểu hiện trạng thái sắt từ kim loại (tính sắt từ kim loại chỉ thể hiện khi 

có từ trường ngoài, lúc này các spin sắp xếp theo hướng song song với trục z). Như 

vậy, trật tự từ được quyết định chủ yếu bởi tương tác lân cận gần nhất giữa các spin 

định xứ với spin hiệu dụng trung bình trên một nút mạng là (
2 gtS + 1/2). Trong trường 

ngoài hướng theo trục z, hai trạng thái spin hiệu dụng với hình chiếu trên trục z là ± (

2 gtS  + 1/2) là khả dĩ khi quan sát hiệu ứng từ trở lớn.  

Do đó, chúng tôi đề xuất khảo sát tính chất từ của mô hình Ising có cạnh tranh 

tương tác FM - AF của các spin định xứ và chỉ tính tới tương tác giữa các lân cận gần 

nhất với hy vọng từ mô hình đơn giản này có thể mô tả và giải thích tính chất từ trong 

các loại vật liệu perovskite Mangan.  

2.1. Mô hình Ising với tương tác sắt từ (FM) - phản sắt từ (AF) cạnh tranh 

Mô hình Ising là một mô hình toán học biểu diễn cho các chất sắt từ trong vật 

lý thống kê được phát minh bởi nhà vật lý học Wilhelm Lenz vào năm 1920 [40, 96]. 

Đến 1925, Ernst Ising giải quyết bài toán cho mô hình một chiều và đưa ra kết quả 

quá trình chuyển pha không tồn tại trong mô hình này [40, 96]. Mô hình Ising cho 

mạng vuông hai chiều phức tạp hơn rất nhiều và được giải chính xác bởi Lars Onsager 

(1944) bằng phương pháp ma trận chuyển [40].  

Xét mô hình mạng spin vuông gồm Ns nút mạng, mỗi nút bị chiếm giữ bởi một 

spin S = 1/2 cố định có trạng thái hướng lên (spin up) hoặc hướng xuống (spin down) 

còn số lân cận từ gần thứ nhất là 4. 
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Hình 2.1: Mô hình mạng Ising spin 2 chiều với tương tác giữa 4 lân cận gần 

nhất (ký hiệu 1, 2, 3, 4 xung quanh nút J). 

Hamiltonian của mô hình hệ Ising (xem hình 2.1) spin S = 1/2 với hình chiếu 

theo phương z là z

i iS = σ / 2  (trong đó σ i= ±1) có dạng: 

                                 
1

.
2

ik i k i

i k i

J h  


= − − H                               (2.1) 

Ở đây:   σi , 𝜎k  là spin ở nút thứ i và k.  Jik là tích phân trao đổi giữa hai spin 

ở hai nút mạng đó và giá trị của nó tuân theo quy luật xác suất 

                  ( )   ( )  ,ik ik FM ik AFP J = pδ J - J + 1- p δ J - J                           (2.2) 

h là từ trường ngoài đặt vào (trong đơn vị năng lượng).                  

Ở đây : (1 ); (1 )FM AFJ J J J= + = −  lần lượt là giá trị trung bình của cường 

độ tương tác FM và AF với xác suất thăng giáng là p và (1-p). 

            J  là giá trị trung bình của tích phân trao đổi và được chọn bằng 1. 

            ∆ > 1 là độ thăng giáng của tích phân trao đổi (không có thứ nguyên). 

2.2. Giải tích trường trung bình cho mô hình Ising có cạnh tranh tương tác 

Mô hình Ising có cạnh tranh tương tác giữa FM và AF đã được khảo sát trong 

các nghiên cứu trước đây [3]. Trong phần này, xuất phát từ kết quả giải tích đã tính 

toán mômen từ tỷ đối, luận án này tiếp tục áp dụng để phát triển tính cho đại lượng 

từ trở. 
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    Trong hệ spin S = 1/2 mômen từ trung bình theo phân bố ngẫu nhiên trên 

mỗi nút mạng ở nhiệt độ T bất kì được tính theo biểu thức 

                                    ( ) B i r
M T  = ,                                             (2.3) 

trong đó dấu ...  biểu thị trung bình thống kê nhiệt động 

                                     
( )
( )

...

...

H

H

Tr e

Tr e





−

−
= ,                                                (2.4) 

ở đây 𝛽 là nghịch đảo nhiệt độ, 1

B
k T − = . Dấu 〈…〉r biểu thị trung bình theo 

cấu hình spin ngẫu nhiên. 

Mô men từ tỷ đối trung bình trên một nút mạng là giá trị của biến spin σi sau 

khi lấy trung bình nhiệt động và trung bình ngẫu nhiên 

                           
( )

(0)
i r

M T
m

M
= = ,                                        (2.5) 

ở đây M(0) là mômen từ bão hòa trên mỗi nút mạng. 

 Theo hệ thức Callen [17], giá trị trung bình nhiệt động của mômen từ tỷ đối 

được tính bởi công thức: 

                         
( )tanh

tanh
i

i i

Tr e E
E

Tre






 

−

−
= =

H

H
,                            (2.6)  

trong đó:    i ik k

k

E J h= − + .                                     (2.7) 

Từ (2.6) ta xác định được phương trình mômen từ tỷ đối trung bình trên mỗi 

nút mạng   

                      tanhi ir r
m E = = .                                     (2.8) 

Theo biến đổi Fourier với hàm Delta Dirac cho một hàm ( )f x  bất kì ta có: 

                        ( ) ( ) ( )f x x f d   
+

−

= − ,                                     (2.9) 

ở đây, hàm Delta có dạng : 
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1

( ) exp ( )
2

x it x dt  


+

−

− = − .                             (2.10) 

Áp dụng biến đổi tích phân theo công thức (2.10) và (2.11) cho hàm tanh bên 

vế phải của phương trình (2.5) ta được :  

( )tanh ( ) tanh

1
exp( ) exp( ) tanh .

2

E E d
i i ir

r r

i E t dt i t d
i

r

      

   


+
= = −

−

+ +
= − 

− −

      (2.11) 

(Theo tính chất của hàm Delta Dirac : ( ) ( )x x   − = − ) 

Đặt tích phân : 

                       

exp( ) tanh

cos( ) tanh sin( ) tanh .

I i t d

t d i t d

  

     

+

−

+ +

− −

=

= +



 

                  (2.12)                      

Đặt                              ' cos( ) tanh ,I t d  
+

−

=                                         (2.13) 

                                   '' sin( ) tanh .I i t d  
+

−

=                                        (2.14) 

Dễ thấy biểu thức dưới dấu tích phân của I’ là hàm lẻ của biến  nên tích phân 

trên một khoảng chẵn I’ = 0. Hàm dưới dấu tích phân của I’’ là hàm chẵn theo biến 

 . Áp dụng kết quả tích phân trong [33] ta có : 

                                         ''

sinh
2

i
I

t




= .                                                   (2.15) 

Như vậy 

  ''

sinh
2

i
I I

t




= = .                                               (2.16) 

Thay (2.16) vào (2.11) ta được :              
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1
exp( )

2
sinh

2

cos( ) sin( )1 1
.

2 2
sinh sinh

2 2

i ir

r

i i

r

i
i E t dt

t

i E t E t
dt dt

t t


 



 

 

+

−

+ +

− −

= −

= +



 
                 (2.17)          

Tích phân: 1

cos( )1

2
sinh

2

ii E t
I dt

t





+

−

=   = 0 do biểu thức dưới dấu tích phân là hàm lẻ của 

biến t.  

Tích phân 2

sin( )1

2
sinh

2

iE t
I dt

t





+

−

=   có biểu thức dưới dấu tích phân là hàm chẵn 

của biến t do đó:  

  2

0

sin( )

sinh
2

iE t
I dt

t





+

=  .                                              (2.18) 

Thay (2.18) vào (2.17) ta được: 

      ( )
0 0

sin( )
Im exp( )

sinh sinh
2 2

i
i ir

r r

E t dt
dt i E t

t t


 

 

+ +

= =  .     (2.19) 

Kết hợp (2.7) và (2.19) ta có :  

         

0

0

Im exp( )exp( )

sinh
2

Im exp( ) exp( )

sinh
2

i ik kr
k

r

ik k

k r

dt
i th i t J

t

dt
i th i t J

t

   


  


+

+

 
=  

 

  
=  

  



 .    (2.20) 

Khai triển hàm mũ chứa spin trong (2.20) ta có : 
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     ( ) ( )
1 1

exp( ) exp( ) cos i sin
z z

ik k ik k ik k ik
k k k

i t J i tJ J t J t      
= =

= = +         (2.21)     

Như vậy :  

( ) ( )

( )

( )
1 1

1

1

1

1

exp( ) cos i sin

.... ... (2.22)
z

z

ik k ik k ik
k kr r

z

k

k r

zz z

k k k
r r

k

i t J J t J t

a ib

a a ib ib

    



  

=

=

−

= +  

= +

= + +

 




             

Với các hệ số a và b được xác định là 

               
( ) ( ) ( )

( ) ( )

cos 1 1 cos 1 ,

sin 1 (1 )sin 1 .

a p J t p J t

b p J t p J t

 

 

= +  + − −       

= +  + − −       

                  (2.23) 

Thay (2.22) vào (2.19) ta được 

( ) 1 1

1

0

Im exp( ) .... ... .

sinh
2

z

zz z

i k k k
r r

dt
i th a a ib ib

t
    



+

− = + + +
   (2.24) 

Trong gần đúng trường hiệu dụng chỉ tính tới tương quan spin giữa các lân 

cận NN ta có  

                                         
1
... .

n

n
k k

r
m                                            (2.25) 

Thay (2.25) vào (2.24) thu được 

                          
0

Im ( ) exp( )

sinh
2

z

i r

dt
a ibm i th

t
 



+

 + ,               (2.26)          

đặt ; Bh k T
h

J J
= =  (Để đơn giản J được chọn bằng 1). 

 Sử dụng nhị thức Newton:  

                           
0

( ) ( ) ,
z

z n z n n

z

n

a ibm C a ibm−

=

+ =                               (2.27) 

ta đưa công thức (2.26) về dạng 
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00

exp( / )
Im ( ) .

sinh
2

z
n z n n

z

n

iht dt
m C a ibm

t





+

−

=

 
  

   
  

 

                       (2.28) 

Như vậy, mômen từ trung bình trên mỗi nút mạng là nghiệm của phương trình 

đại số phụ thuộc vào các biến là: xác suất p, độ thăng giáng của tích phân trao đổi ∆, 

nhiệt độ 𝜏, từ trường ngoài h và số lân cận gần nhất z  

0

( , , , , ) ,
z

n n

z n

n

m C A p z h m
=

=                                (2.29) 

Cz
n là hệ số nhị thức, và hệ số An  được xác định 

                            
0

( ) ( )
sin

2
sinh

2

z n n

n

a t b t ht n
A dt

t



 

 −
 

= + 
   
 
 

 .                         (2.30) 

Phương trình (2.30) không phụ thuộc vào cấu trúc hình học cụ thể của mạng 

spin mà chỉ phụ thuộc vào z số spin NN có phân bố ngẫu nhiên. 

Giải phương trình (2.28) và (2.29) bằng phương pháp tính toán số dựa trên lập 

trình Matlab ta thu được giá trị của mômen từ tỷ đối trên mỗi nút mạng.  

Bên cạnh khảo sát quá trình từ hóa của các vật liệu perovskite Mangan, các 

nghiên cứu thực nghiệm cũng tiến hành đo điện trở suất và nhận thấy rằng điện trở 

suất có xu hướng giảm mạnh trong từ trường ngoài ở nhiệt độ thấp. Tương tác trao 

đổi kép giữa các iôn Mangan lân cận gần nhất và hiệu ứng xuyên ngầm phân cực spin 

được biết đến là cơ chế tác động đến hiệu ứng từ trở trong các perovskite Mangan 

kích thước nano.  

Theo lý thuyết từ trở khổng lồ xuyên ngầm, trong các cấu trúc nano hệ số từ 

trở MR trong trường ngoài có thể được đánh giá theo tỷ số điện trở suất khi có và 

không có trường ngoài theo công thức [7]: 

                            0

2 2

0

( , ) ( ) 1
,

( ) ( , ) 1

h

h

h G
MR

G h P m

  

  
= = =

+
                        (2.31) 

ở đây P là độ phân cực electron dẫn, m là mômen từ tỷ đối của spin định xứ, 

( , )h h  và 0 ( )   là điện trở suất khi có và không có từ trường ngoài h ở nhiệt độ τ; 
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còn 1( , ) ( , )h hG h h  −=  là độ dẫn khi có trường ngoài h ở nhiệt độ τ, 1

0 0( ) ( )G   −=  là 

độ dẫn khi không có trường ngoài.  

Theo lý thuyết hiện tượng truyền kiểu đạn đạo của Landauer và áp dụng của 

Inoue và Maekawa [48] cho các hệ hạt nano, từ trở tỷ đối tỷ lệ với bình phương 

mômen từ tỷ đối 
22m =   và được xem như là một hệ số điều chỉnh theo như tài 

liệu tham khảo [84]. Do đó ta có thể áp dụng kết quả tính mômen từ tỷ đối m cho mô 

hình Ising có cạnh tranh tương tác để mô tả sự phụ thuộc của hệ số từ trở vào trạng 

thái từ của hệ. Trong công thức (2.31) độ phân cực điện tử P cũng được xem xét đơn 

giản là một tham số lý thuyết theo lập luận trong tài liệu tham khảo [48] và được các 

tác giả tính toán gần đúng trong tài liệu tham khảo [84]. Trong các perovskite pha 

tạp, khi tương tác Hund giữa spin định xứ t2g và spin dẫn eg  lớn hơn rất nhiều so với 

tích phân nhảy giữa các nút lân cận của điện tử eg (JH ≫ t), các tác giả [7] đã tính toán 

độ phân cực diện tử P bằng phương pháp hàm Green hai thời điểm cho các hệ 

perovskite Mangan pha tạp trong điều kiện ghép cặp mạnh giữa điện tử xuyên hầm 

và các spin định xứ: 

2

1
tanh

2g

H
t

n n J
P S

n n J
 

 

−   
= = +  +   

 ,                           (2.32) 

ở đây n


và n


 là số điện tử eg linh động có hình chiếu spin hướng lên và 

hướng xuống, Bk T

J
 =  còn 

2 gtS = 3/2 là spin của các điện tử 3d trên mức định xứ t2g.   

Như vậy, từ trở tỷ đối của perovskite từ tính tỷ lệ nghịch với độ lớn của bình 

phương mômen từ tỷ đối trên mỗi nút mạng. Do đó biểu hiện của đường cong từ trở 

cũng phụ thuộc vào các tham số là xác suất thăng giáng p, độ thăng giáng trong tương 

tác ∆, từ trường ngoài h… 

2.3. Chuyển pha từ trong mô hình Ising cạnh tranh tương tác 

Trong phần này, chúng tôi thực hiện khảo sát các tính chất từ của mô hình 

Ising có cạnh tranh tương tác giữa các đám spin FM và AF bằng phương pháp giải 

tích kết hợp với tính toán số. Tính toán và khảo sát số cho thấy trong hệ spin Ising 

xảy ra quá trình chuyển pha từ tương ứng với các bước nhảy trong đường cong từ hóa 

[3] và từ trở. Số lượng và dạng bước nhảy trong mô hình khảo sát ở đây có sự tương 
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đồng với các bước nhảy từ đo được trong thực nghiệm của vật liệu perovskite Mangan 

đa tinh thể. Do đó, việc so sánh các kết quả lý thuyết với kết quả thực nghiệm về 

đường cong từ trở cũng được thực hiện để đánh giá hiệu quả của lý thuyết. 

2.3.1. Ứng dụng mô hình Ising khảo sát đường từ hóa trong vật liệu 

Pr0.5Ca0.5Mn0.95Co0.05O3  

Trong nghiên cứu trước đây [3] về mô hình Ising có cạnh tranh tương tác giữa 

các đám spin FM và AF đã chỉ ra ở nhiệt độ thấp và độ thăng giáng của tích phân trao 

đổi ∆ > 1, đường cong từ hóa có nhảy bậc tại một số điểm tới hạn của từ trường ngoài 

hc. Trong mạng tinh thể có số NN từ z = 4, đường từ hóa có hai bước nhảy tương tự 

với biểu hiện quan sát được trong thực nghiệm của vật liệu perovskite 

Pr0.5Ca0.5Mn0.95Co0.05O3 (được đo trong môi trường chân không có độ từ thẩm 𝜇0 =

1) [66].  Kết quả so sánh các đường cong từ hóa lý thuyết và thực nghiệm cho vật 

liệu Pr0.5Ca0.5Mn0.95Co0.05O3 [66] được biểu diễn như trên hình 2.2. 

 

Hình 2.2: Đồ thị so sánh kết quả lý thuyết và thực nghiệm [66] cho đường cong từ 

hóa, các tham số của đường lý thuyết là z = 4, p = 0.41, ∆ = 1.04. 
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Bảng 2.1:  So sánh giá trị mômen từ và từ trường tới hạn 

 giữa lý thuyết và thực nghiệm cho mẫu Pr0.5Ca0.5Mn0.95Co0.05O3 [66] 

Mômen từ (μB/ f.u) µ0HC (T) 

   Lý thuyết    Thực nghiệm    Lý thuyết    Thực nghiệm 

1.1200 1.3740 2.1765 2.3200 

0.7000 0.8802 4.6640 4.5114 

 

     Theo mô hình lý thuyết của chúng tôi, đường cong từ hóa có hai bước nhảy 

khá tương ứng với bước nhảy từ đo được trong vật liệu Pr0.5Ca0.5Mn0.95Co0.05O3 [66]. 

Ở đây, biểu hiện mômen từ tăng một cách đột ngột ở giá trị từ trường ngoài xác định 

được biết đến tương ứng với quá trình chuyển pha loại I (hay quá trình từ hóa loại I) 

xảy ra trong hệ thống. Bản chất vật lý của hiện tượng có thể được hiểu như sau: ban 

đầu hệ thống chứa các đám spin tương tác FM và AF. Khi đặt trong từ trường ngoài, 

đám spin AF dần dần quay theo hướng của từ trường, đám spin FM được mở rộng ra 

và tại các giá trị tới hạn, các đám AF bị đảo hướng đột ngột. Lúc này, chúng sẽ quay 

theo hướng song song với từ trường ngoài, gây ra bước nhảy từ ở HC1 ≈ 2.1765 (T) 

và HC2 ≈ 4.6640 (T).  Như vậy, có thể thấy rằng về mặt định tính, mô hình lý thuyết 

của chúng tôi mô tả khá tốt quá trình xảy ra trong thực nghiệm cho vật liệu 

Pr0.5Ca0.5Mn0.95Co0.05O3 [66]. 

2.3.2. Sự phụ thuộc của từ trở vào từ trường ngoài 

2.3.2.1.  Đường từ trở ở các nhiệt độ khác nhau 

Hình 2.3 biểu diễn sự phụ thuộc của từ trở tỷ đối phụ thuộc vào từ trường 

ngoài ở các nhiệt độ khác nhau. Các đại lượng biểu diễn trong hình  không có 

thứ nguyên. 
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Hình 2.3: Đồ thị sự phụ thuộc của từ trở tỷ đối  ρ
h
/ρ

0 
vào từ trường ngoài h ở các 

nhiệt độ 𝜏 khác nhau với z = 4, p = 0.41, ∆ = 1.04, St2g
 =3/2, JH/J = 3. 

Hình 2.3 cho thấy, với các tham số được chọn giống với các tham số trong 

khảo sát ở hình 2.2, ở nhiệt độ thấp 𝜏 = 0.01 và 𝜏 = 0.001, đường từ trở xuất hiện hai 

bước nhảy tương ứng với chính hai bước nhảy trong đường cong từ hóa như ở hình 

2.2. Khi chưa có từ trường ngoài, từ trở hệ thống có giá trị cực đại tương ứng với giá 

trị cực tiểu của mômen từ theo công thức (2.37). Khi từ trường ngoài được đặt vào 

và tăng dần, từ trở giữ ổn định trong một khoảng giới hạn của từ trường, cho đến khi 

từ trường đạt tới hạn thứ nhất hc1 ≈ 0.7, từ trở giảm đột ngột sinh ra bước nhảy thứ 1. 

Hệ thống xảy ra quá trình chuyển pha lần thứ nhất. Quá trình tương tự xảy ra khi từ 

trường tiếp tục tăng lên đến giá trị tới hạn thứ hai hc2 ≈ 0.15, từ trở một lần nữa giảm 

đột ngột sinh ra bước nhảy thứ hai. Hệ thống trải qua chuyển pha lần thứ hai. Biểu 

hiện của các bước nhảy được thể hiện ở trong hình 2.3.   

Ở giá trị 𝜏 = 0.03, năng lượng nhiệt đủ lớn chiếm ưu thế so với năng lượng 

liên kết giữa các spin, khi cường độ từ trường tăng cường các spin dễ dàng quay theo 

hướng của từ trường ngoài so với ở nhiệt độ thấp. Do đó, bước nhảy từ bị biến mất, 

thay vào đó từ trở giảm tuyến tính theo từ trường ngoài.  
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2.3.2.2. Đường từ trở ở nhiệt độ thấp khi xác suất của tương tác và thăng 

giáng của tích phân trao đổi thay đổi 

Phần trên khảo sát ảnh hưởng của nhiệt độ lên đường cong từ trở đã chỉ rõ 

trong điều kiện nhiệt độ thấp, đường từ trở biểu hiện các bước nhảy ở các giá trị tới 

hạn của từ trường ngoài hc. Dưới đây, chúng tôi khảo sát ảnh hưởng của giá trị xác 

suất p và độ thăng giáng ∆ lên các bước nhảy từ ở nhiệt độ thấp. Các đại lượng biểu 

diễn trong các hình vẽ ở mục này đều không có thứ nguyên. 

 

Hình 2.4: Đồ thị phụ thuộc của từ trở tỷ đối vào từ trường ngoài cho hai giá trị 

phân bố xác suất khác nhau p = 0.2 và p = 0.4 với z = 4, ∆ =1.03, 𝜏 = 0.01, St2g
 = 

3/2, JH/J = 3. 

Quan sát hình 2.4 có thể thấy bước nhảy từ xảy ra ở các giá trị từ trở thấp hơn 

khi xác suất phân bố p đặc trưng cho các đám FM tăng lên. Bên cạnh đó, các bước 

nhảy với độ lớn khác nhau được sinh ra ở cùng từ trường tới hạn là hc1 ≈ 0.05 và hc2 

≈ 0.11 trong cả hai trường hợp của giá trị xác suất phân bố p. Như vậy, xác suất phân 

bố đặc trưng cho các đám FM và AF ảnh hưởng chủ yếu lên độ lớn của từ trở hệ 

thống mà ít gây ảnh hưởng đến vị trí của các bước nhảy từ tương ứng. 
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Hình 2.5: Đồ thị từ trở tỷ đối phụ thuộc vào thăng giáng ∆ khác nhau với z = 4, p = 

0.2, 𝜏 = 0.01, St2g
 =3/2, JH/J = 3. 

Hình 2.5 khảo sát ảnh hưởng của giá trị thăng giáng ∆ lên các bước nhảy từ. 

Ta thấy thăng giáng ∆ của tích phân trao đổi làm thay đổi vị trí các bước nhảy từ. 

Thăng giáng ∆ lớn đồng nghĩa liên kết giữa các spin tương tác AF được tăng cường 

khi đó để các đám spin AF quay theo hướng của từ trường thì cần phải tốn nhiều năng 

lượng hơn. Vì vậy, các bước nhảy xảy ra dịch về phía từ trường tới hạn lớn.  

2.3.2.3. So sánh đường từ trở lý thuyết và thực nghiệm 

Nhận thấy sự tương đồng trong số lượng và dạng bước nhảy của đường từ trở 

giữa lý thuyết khảo sát mô hình Ising có cạnh tranh tương tác FM – AF và thực 

nghiệm đo cho mẫu vật liệu từ đa tinh thể perovskite Mangan Pr0.5Ca0.5Mn0.97Ga0.03O3  

[104], do đó chúng tôi tiến hành so sánh đường từ trở lý thuyết và thực nghiệm thể 

hiện trong hình 2.6 và bảng số liệu 2.2. 
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Hình 2.6: Đồ thị so sánh đường từ trở theo lý thuyết và thực nghiệm cho mẫu 

Pr0.5Ca0.5Mn0.97Ga0.03O3 [104]. Đường cong lý thuyết được vẽ ở các tham số z = 4, 

Δ=1.03, 𝜏= 0.001, p = 0.35, St2g
 = 3/2,  JH/J = 3. 

Bảng 2.2: So sánh giá trị từ trở và từ trường tới hạn giữa lý thuyết và thực nghiệm 

cho mẫu Pr0.5Ca0.5Mn0.97Ga0.03O3 [104]. 

ρ (Ωcm) µ0HC (T) 

Lý thuyết Thực nghiệm Lý thuyết Thực nghiệm 

1716.1 1688.58 3.9269 3.9633 

525.48 386.18 8.0775 7.1041 

Quan sát đồ thị trong hình 2.6 cùng bảng số liệu 2.2 cho thấy lý thuyết của 

chúng tôi có sự phù hợp tương đối tốt với thực nghiệm đo cho mẫu 

Pr0.5Ca0.5Mn0.97Ga0.03O3 [104] trong các giá trị tới hạn của từ trường Hc và từ trở.  

Bước nhảy từ thứ nhất giữa lý thuyết và thực nghiệm có giá trị gần bằng nhau 

Từ trường 𝝁𝟎𝑯 (T) 
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trong khi bước nhảy thứ hai có sự sai khác. Nguyên nhân ở đây có thể là do lý 

thuyết mô hình hóa tính trong điều kiện lý tưởng trong khi kết quả thực nghiệm bị 

ảnh hưởng bởi nhiều yếu tố khác nhau như tính chất, thành phần mẫu và điều kiện 

thí nghiệm … Đây là lý thuyết hiện tượng luận tuy có mặt hạn chế nhưng có thể 

áp dụng tham khảo để dự đoán quá trình từ hóa cho các perovskite Mangan thành 

phần tương tự R0.5A0.5Mn1-xTxO3 với R là kim loại đất hiếm, A là Ca, Sr, Ba …và 

T là kim loại chuyển tiếp. 

Mặc dù mô hình Ising có cạnh tranh tương tác của các spin định xứ không 

thể mô tả được đầy đủ các tương tác bên trong của các hợp chất perovskite Mangan 

pha tạp tuy nhiên về mặt hiện tượng luận các kết quả của mô hình góp phần hiểu 

biết cơ chế cạnh tranh giữa pha FM và AF. Số bước nhảy từ phụ thuộc vào số 

tương tác từ lân cận gần nhất, với z = 4 có hai bước nhảy và z = 6 tồn tại ba bước 

nảy. Xác xuất phân bố p trong mô hình đặc trưng cho tương tác FM, còn (1 – p) 

cho tương tác AF. Xác suất này liên quan đến tỷ lệ nồng độ iôn Mn+3 và Mn+4. 

Tham số thăng giáng ∆ tương ứng với nồng độ pha tạp của nguyên tố Co/Ga. Trong 

tính toán chúng tôi lấy giá trị của tham số p với xác suất cạnh tranh tương tác FM, 

AF gần bằng nhau tương ứng trong 4 spin lân cận gần nhất có hai cái đảo ngược 

lại trong từ trường tương ứng với 2 bước nhảy trong quá trình từ hóa loại 1. Trước 

đó trong tài liệu tham khảo [3], chúng tôi đã khảo sát ảnh hưởng của từng tham số 

đến số lượng, vị trí, độ lớn của các bước nhảy từ. Đối với mỗi vật liệu perovskite 

Mangan pha tạp khác nhau đặc điểm của các bước nhảy cũng khác nhau cùng với 

mô hình phức tạp không thể giải được chính xác. Do đó, mục đích bài toán của 

chúng tôi chỉ muốn nhấn mạnh vào vai trò của cơ chế cạnh tranh tương tác hình 

thành nên các bước nhảy và thực hiện so sánh về dạng tương đồng với kết quả 

thực nghiệm cho một số loại perovskite điển hình. 

 

  

 



40 

 

Kết luận chương 2 

Mô hình Ising có cạnh tranh tương tác đã được khảo sát bằng phương pháp 

giải tích kết hợp tính toán số và thu được các kết quả là: 

Đã phát hiện thấy hai bước nhảy trong đường cong từ trở của mạng hai chiều 

với số lân cận từ z = 4 ở nhiệt độ thấp. Các bước nhảy này tương ứng với các bước 

nhảy từ sinh ra trong đường cong từ hóa khi có thăng giáng. Xác suất phân bố cạnh 

tranh tương tác và độ lớn của giá trị thăng giáng ảnh hưởng đến độ cao và vị trí của 

các bước nhảy từ trở.  

 So sánh các đường cong từ hóa và từ trở lý thuyết với các đường cong thực 

nghiệm đo được cho mẫu vật liệu từ Mangan Pr0.5Ca0.5Mn0.95Co0.05O3 [66] (so sánh 

đường từ hóa) và Pr0.5Ca0.5Mn0.97Ga0.03O3 [104] (so sánh đường từ trở) cho thấy vị trí 

các bước nhảy khá phù hợp với nhau. Mô hình lý thuyết của chúng tôi mô tả tốt tính 

chất điện từ của hệ  Pr0.5Ca0.5Mn0.95Co0.05O3  và Pr0.5Ca0.5Mn0.97Ga0.03O3, từ đó có thể 

hy vọng sử dụng được để giải thích các hiện tượng xảy ra trong nhóm các vật liệu 

tương tự. 

Một phần kết quả khảo sát của chương 2 được công bố trong công trình [1]. 
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CHƯƠNG 3: BƯỚC NHẢY TỪ PHÂN SỐ TRONG MÔ HÌNH ISING CHO 

MẠNG SHASTRY – SUTHERLAND 

3.1. Mạng Shastry – Sutherland 

Tính chất vấp (trắc trở) spin là một trong những hiện tượng thú vị trong vật lý 

vật chất ngưng tụ. Nguồn gốc của tính chất này xuất phát từ các cạnh tranh tương tác 

ví dụ như sự sắp xếp của tương tác FM và AF trong các vật liệu từ hoặc phát sinh từ 

cấu trúc hình học mạng tinh thể. Năm 1981, Shastry – Sutherland đưa ra đề xuất mô 

hình mạng hai chiều mô tả tương tác giữa các vị trí NN và NNN [34, 85]. 

 

Hình 3.1:  Mạng Shastry – Sutherland với NN J và NNN J’. 

Mô hình Shastry – Sutherland là mô hình mạng vuông hai chiều có spin S 

= 1/2 được sắp xếp trên mỗi nút mạng với J  là tương tác giữa các vị trí NN và J’ 

là tương tác giữa các vị trí NNN (xem hình 3.1) được biểu diễn trong Hamiltonian 

có dạng: 

                                      
, ,

' .z z z z
i k i k

i k i k

J J   = + H                         (3.1) 

Trong giới hạn J’ = 0, mô hình tương đương với mô hình Ising mạng vuông 

spin S = 1/2. Trạng thái cơ bản là trạng thái Neel với trật tự từ tầm xa. Còn khi J = 0, 

Hamiltonian của mô hình bao gồm các dimer tách biệt trên liên kết J’, trạng thái dimer 

J’ 

J 
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đơn (singlet dimer) là trạng thái cơ bản của mô hình và được biểu diễn là tích trực 

tiếp của các mức đơn (singlet) trên mỗi liên kết J’.  

Mạng spin Shastry – Sutherland là mô hình mạng được sử dụng để nghiên cứu 

tính chất từ với giản đồ pha phong phú. Trong nghiên cứu thực nghiệm cho vật liệu 

SrCu2(BO3)2 [97] và tetraboxit đất hiếm RB4 (R = Tb, Dy, Ho, Tm…) [34, 94, 105, 

106] thú vị là người ta nhận thấy các vật liệu này gồm có các lớp liên kết yếu của các 

iôn từ tính Cu2+ và R3+ nằm ở các vị trí tương ứng với mạng hình học Shastry – 

Sutherland. Đặc biệt, khi khảo sát tính chất từ của các vật liệu này, đường cong từ 

hóa xuất hiện chuỗi các bước nhảy ở các giá trị phân số của mômen từ tỷ đối ví dụ 

như chuỗi bước nhảy từ 1/2, 1/3, 1/4 và 1/8 trong vật liệu SrCu2(BO3)2  [52, 53, 61], 

và  các bước nhảy 1/2, 1/3, 1/7, 1/11, 2/9, 4/9, 7/9…biểu hiện trong vật liệu RB4 [94, 

106] khi có từ trường ngoài đặt vào. Những  kết quả này đã thu hút được sự chú ý đặc 

biệt của các nhà khoa học. Nguyên nhân cơ chế hình thành của các bước nhảy từ phân 

số trở thành thách thức đối với các nhà vật lý học. 

Thực nghiệm khảo sát cho các tetraboxit đất hiếm đã chỉ ra sự tồn tại của bước 

nhảy từ chính tại giá trị phân số 1/3 của mômen từ tỷ đối [15, 67]. Trong từ trường 

lớn, bước nhảy 1/2 xuất hiện thay thế bước nhảy chính 1/3 (trong vật liệu TmB4 [94] 

và ErB4 [71]). Đặc biệt, khi hiệu ứng trường tinh thể đủ lớn, tương tác của các spin 

trong các loại vật liệu này được xem là các spin Ising S = 1/2 tương tác AF [15, 47, 

71]. Vì thế, nghiên cứu trong giới hạn mô hình spin Ising AF là bước đầu hướng tới 

các hiểu biết đầy đủ về quá trình từ hóa của loại vật liệu này.  

 Năm 2012, Dublenych đã đưa ra lời giải chính xác của mô hình Ising cho 

mạng Shastry – Sutherland [24] và chỉ ra rằng tồn tại duy nhất bước nhảy 1/3 trong 

mô hình mạng Shastry – Sutherland với tương tác NN và NNN (còn được gọi là mô 

hình tiêu chuẩn). Giản đồ pha của mô hình Ising hai chiều mạng Shastry – Sutherland 

tiêu chuẩn thể hiện bốn trạng thái cơ bản. Các trạng thái cơ bản đó là pha Neel, pha 

Ising – dimer, pha 1/3 và pha FM lần lượt tương ứng với các giá trị mômen từ tỷ đối 

0, 0, 1/3 và 1 (xem hình 3.2). 
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Hình 3.2: Phác họa một số cấu trúc trạng thái cơ bản của mô hình Ising trên mạng Shastry 

- Sutherland: (a) pha Ising – dimer  có hai spin sắp xếp đối song song trên đường chéo 

Shastry - Sutherland , (b) pha Neel được tạo ra từ tập hợp cấu hình                (c) pha 1/3 

hình thành từ tập hợp cấu hình 2 spin hướng lên và 1 spin hướng xuống trong mỗi 

tam giác con có chứa đường chéo Shastry – Sutherland còn được gọi là cấu hình 

UUD. Chấm tròn tô đậm biểu diễn spin hướng lên, chấm tròn trắng biểu diễn spin 

hướng xuống. 

Khi thêm vào tương tác lân cận thứ ba, bước nhảy chính 1/3 biến mất và làm 

phát sinh các pha mới trong đó có pha tương ứng với bước nhảy 1/2 như quan sát 

được ở TmB4 và ErB4 [24, 25]. Như vậy, cơ bản sự hình thành của bước nhảy 1/3 và 

1/2 đã được giải thích bằng lời giải chính xác mô hình Ising trên mạng Shastry – 

Sutherland. Tuy nhiên sự tồn tại của các bước nhảy từ phân số khác vẫn còn là ẩn số.  

Quan điểm của Dublenych cho rằng các bước nhảy từ phân số biến đổi trong 

khoảng từ 0 đến 1 của mômen từ tỷ đối tương ứng với cấu trúc hỗn hợp của các trạng 

thái cơ bản sinh ra ở các biên pha [24]. Tuy nhiên, vẫn chưa có cái nhìn rõ ràng về cơ 

chế sâu bên trong của quá trình đó.  

Một yếu tố khác cũng hỗ trợ sự hình thành các bước nhảy từ phân số là trường 

trao đổi ngẫu nhiên [55, 64, 83]. Một số công trình trước đó mô phỏng Monte Carlo 

với thuật toán Wang – Landau đã chỉ ra sự xuất hiện của các bước nhảy từ phân số 

dưới tác dụng của trường trao đổi ngẫu nhiên trong điều kiện nhiệt độ thấp [64, 81, 
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82]. Các tác giả đã lập luận rằng mô hình này xảy ra quá trình không cân bằng nên 

bước nhảy từ chính 1/3 bị phân tách thành các bước nhảy nhỏ khác.  

Như vậy, câu hỏi đặt ra là kết hợp hiệu ứng mất trật tự và quá trình không cân 

bằng trong mô hình Ising cổ điển cho mạng Shastry – Sutherland sẽ có ảnh hưởng 

như thế nào đến sự hình thành các bước nhảy từ phân số. Để trả lời câu hỏi này, luận 

án sẽ khảo sát mô hình Ising cho mạng Shastry – Sutherland dưới tác dụng của trường 

ngoài với biến điệu trong tương tác trao đổi giữa các spin NN và NNN. 

3.2. Mô hình Ising mất trật tự cho mạng Shastry – Sutherland 

Để phù hợp với biểu diễn trong công trình mà chúng tôi đã công bố cũng 

như dễ dàng so sánh với các kết quả khảo sát tương tự ở trong các công trình khác, 

Hamiltonian của mô hình Ising cho mạng Shastry – Sutherland 2 chiều với các 

spin nằm dọc theo trục z trong từ trường ngoài không đổi h̅ được viết lại dưới dạng 

như sau: 

                    
'

, , 1

.
N

z z z z z
ik i k ik i k k

i k i k k

J J h    
=

= + −  H                        (3.2) 

Trong đó: 

 Số hạng thứ nhất trong Hamiltonian (3.2) mô tả tương tác giữa các vị trí lân 

cận NN với cường độ Jik; ,i k  có nghĩa là lấy tổng theo các NN với tích phân trao 

đổi Jik (được lấy dấu ngược lại so với chương 2):  

 Jik < 0 các spin sắp xếp song song có lợi về năng lượng, tương tác là FM. 

 Jik > 0 các spin sắp xếp đối song song có lợi về năng lượng, tương tác là AF.  

Tương tự, số hạng thứ hai trong (3.2) mô tả tương tác giữa các lân cận NNN 

trên nửa đường chéo với cường độ 'ikJ , chỉ số ,i k có nghĩa lấy tổng theo các vị 

trí NNN và 'ikJ < 0 tương tác giữa các spin là FM còn 'ikJ  > 0 tương tác là AF. 

Số hạng cuối cùng trong (3.2) mô tả tác dụng của từ trường ngoài đặt vào 

hướng theo trục z.  
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 Các tích phân trao đổi Jik và J'ik được coi là các biến ngẫu nhiên lấy theo quy 

luật  phân bố xác suất như sau: 

                1 2

1 2

( ) ( ) (1 ) ( ),

( ' ) ' ( ' ' ) (1 ') ( ' ' ),

ik ik ik

ik ik ik

P J p J J p J J

P J p J J p J J

 

 

= − + − −

= − + − −
                          (3.3) 

ở đây: 

J1 = J (1 + ∆); J2 = J (1 - ∆) và J'1 = J' (1 + ∆'); J'2 = J' (1 - ∆'),          (3.4) 

    với  J; J’ và  ∆; ∆' là các giá trị trung bình tương ứng với độ thăng giáng của 

tích phân trao đổi.  

Để đơn giản trong quá trình tính toán khảo sát quá trình từ hóa của mô hình 

Ising AF cho mạng Shastry – Sutherland, chúng tôi lựa chọn giá trị p = p’ và ∆ = ∆'.  

Để giải phương trình tìm giá trị riêng cho Hamiltonian (3.2), phương pháp mô 

phỏng Monte Carlo với thuật toán Metropolis được áp dụng để mô tả quá trình lật 

spin trong mạng Shastry – Sutherland với điều kiện biên tuần hoàn. 

3.3. Phương pháp mô phỏng Monte Carlo (MC) 

3.3.1. Thuật toán Metropolis 

Monte Carlo là phương pháp số lấy mẫu ngẫu nhiên trong một tập hợp thống 

kê ứng dụng rất nhiều trong các lĩnh vực khoa học. Trong các hệ vật lý và hóa học 

kích thước lớn, xác suất phức tạp thì thuật toán Metropolis [38] cho phép lấy mẫu 

theo một phân bố bất kì cho trước trở nên hiệu quả. Để làm được điều này chúng ta 

sẽ tiến hành theo quá trình Markov với trạng thái mới x’ được sinh ra từ trạng thái 

ban đầu x đặc trưng bởi xác xuất dịch chuyển P(x → x’). Xác suất dịch chuyển P(x → 

x’) là ma trận ngẫu nhiên thỏa mãn: P(x → x’) ≥ 0 và 
'

( ') 1
x

P x x→ = . 

Chuỗi Markov là tập hợp của các quá trình Markov với các bước nhảy tự do 

thông qua không gian pha từ x → x’→ x’’→… trong đó xác suất lựa chọn trạng thái 

sau chỉ phụ thuộc vào trạng thái ngay trước đó. Quá trình Markov sẽ tiến dần đến 

phân bố cân bằng π(x). Phân bố xác suất dịch chuyển từ trạng thái x sang trạng thái 

x’ tiến về cân bằng khi thỏa mãn hai điều kiện: 
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Điều kiện thứ nhất: tính ergodic phải được thỏa mãn có nghĩa là trạng thái bất 

kì x’ được sinh ra từ trạng thái x nào đó trong không gian cấu hình sau một số bước 

nhảy hữu hạn của quá trình Markov.  

Điều kiện thứ hai: phân bố cân bằng π(x) tồn tại và được xây dựng dựa trên 

cân bằng chi tiết với yêu cầu dịch chuyển từ trạng thái x sang trạng thái x’ có thể xảy 

ra theo chiều đảo ngược 

                               px P(x → x’) = px’P (x’→ 𝑥).                                        (3.5) 

Trong đó px và px’ lần lượt là xác suất tìm thấy hệ ở trạng thái x và x’. Biến đổi 

từ phương trình (3.5) ta được: 

                                            '( ')
.

( ' )

x

x

pP x x

P x x p

→
=

→
                                           (3.6) 

Biến đổi xác suất chuyển đổi thành hai thành phần 

                              ( ') ( ') ( ')P x x g x x A x x→ = → → .                             (3.7) 

Ở đây, ( ')g x x→ là xác suất lựa chọn để trạng thái x’ được sinh ra từ trạng thái 

x và ( ')A x x→  là xác suất chấp nhận. Phương trình (3.7) có dạng: 

                        
( ') ( ') ( ')

( ' ) ( ' ) ( ' )

P x x g x x A x x

P x x g x x A x x

→ → →
=

→ → →
.                       (3.8) 

Chọn xác suất chấp nhận chuyển đổi như sau để thỏa mãn điều kiện cân bằng 

chi tiết 

                          ' ( ' )
( ') min 1,

( ')

x

x

p g x x
A x x

p g x x

 →
→ =  

→ 
.                                (3.9) 

Phương trình (3.9) có ý nghĩa là nếu ( ') 1A x x→   trạng thái x biến đổi sang x’ 

còn ( ') 1A x x→   thì dịch chuyển bị loại bỏ, hệ thống giữ nguyên trạng thái x. 

Các bước thuật toán được thực hiện như sau: 

Bước 1: Chọn ngẫu nhiên trạng thái ban đầu x của hệ thống. 

Bước 2: Chọn ngẫu nhiên trạng thái x’ tương ứng với phân bố ( ')g x x→ . Phân 

bố ( ')g x x→ được lựa chọn tùy trường hợp cụ thể. 

Bước 3: Chấp nhận dịch chuyển x → x’ dựa vào điều kiện (3.9). 

Bước 4: Lặp lại từ bước 2 cho đến khi N giá trị của x được tạo ra. 
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3.3.2. Áp dụng cho mô hình Ising  

Hamiltonian của mô hình Ising truyền thống:                                          

                                         
, 1

i k

N
z z z

ik i
i k i

J S S h S
=

= − H .                              (3.10)   

Thuật toán Metropolis được áp dụng cho mô hình Ising và mô tả quá trình lật 

spin. Xét trong mô hình Ising hai chiều với N spin trong hệ thống. Với N spin khác 

nhau tương ứng với N trạng thái x’ được sinh ra từ trạng thái x. Do đó có N xác suất 

lựa chọn ( ')g x x→  khác 0. Trong thuật toán Metropolis, xác suất lựa chọn ( ')g x x→

cho mỗi trạng thái có thể x’ được chọn bằng nhau. Như vậy: 
1

( ')g x x
N

→ = . 

Điều kiện cân bằng chi tiết theo phân bố Boltzmann có dạng: 

             '( )( ') ( ') ( ') ( ')
.

( ' ) ( ' ) ( ' ) ( ' )
x xE E EP x x g x x A x x A x x

e e
P x x g x x A x x A x x

 − − − → → → →
= = = =

→ → → →
      (3.11) 

Với 
1

Bk T
 =  là nghịch đảo nhiệt độ, Ex và Ex’ lần lượt là năng lượng ở cấu 

hình x và x’. 

Bây giờ chúng ta sẽ lựa chọn tỷ lệ chấp nhận ( ')A x x→  thỏa mãn phương trình 

cân bằng (3.9): 

                                       
0.

( ')
0.1

E khi Ee
A x x

khi E

−   
→ = 

 
                             (3.12) 

Khi năng lượng của trạng thái mới thấp hơn hoặc bằng trạng thái cũ, dịch 

chuyển từ trạng thái x sang x’ dược chấp nhận với tỷ lệ bằng 1. Nếu năng lượng cao 

hơn, trạng thái mới được chấp nhận theo xác suất Ee −   . 

Sơ đồ thuật toán được mô tả như trong hình 3.3 bên dưới: 
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Hình 3.3: Sơ đồ thuật toán Metropolis cho mô hình Ising. 

3.4. Chuyển pha trong mô hình Ising cho mạng Shastry – Sutherland 

  Trong phần này, chúng tôi sử dụng thuật toán Metropolis được viết trên ngôn 

ngữ lập trình C++ để khảo sát mô hình Ising cho mạng Shastry - Sutherland với hiệu 

ứng mất trật tự trong tương tác của NN và NNN theo quy luật phân bố xác suất trong 

công thức (3.2). Các đại lượng khảo sát trong phần này đều không có thứ nguyên, từ 
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trường được đo trong đơn vị J’ để thấy rõ vai trò của tương tác giữa các spin NNN (có 

nghĩa là 
'

h
h

J
=  còn nhiệt độ 

'

Bk T

J
 = ). 

3.4.1. Kiểm tra hiệu ứng kích thước hữu hạn 

Trong mô phỏng Monte Carlo, hiệu ứng kích thước hữu hạn có thể ảnh hưởng 

đến các kết quả tính toán. Do đó, chúng tôi tiến hành khảo sát đường cong từ hóa cho 

mô hình Ising trên mạng Shastry – Sutherland tiêu chuẩn ở các kích thước mạng khác 

nhau như trong hình 3.4. 

               

Hình 3.4: Đồ thị phụ thuộc của mômen từ tỷ đối m vào từ trường ở các kích thước 

mạng khác nhau với tỷ số (a) J/J’ = 0.5  và (b) J/J’ = 1 ở 𝜏 = 0.01 trong mạng 

Shastry – Sutherland không có nhiễu loạn. 

Tính toán giải tích chính xác trước đó [24] và một số kết quả mô phỏng [47, 

82] cho mô hình mạng Shastry – Sutherland tiêu chuẩn cùng đồng thuận chỉ ra rằng 
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m

 

Từ trường h 
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a, J/J’ = 0.5 
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đường cong từ hóa chỉ tồn tại duy nhất một bước nhảy chính ở giá trị m = 1/3 của 

mômen từ tỷ đối.  Trong hình 3.4 cho thấy rõ ràng, ở kích thước mạng nhỏ Ns = L  

L = 8  8 = 64 vị trí và 16 × 16 = 256 vị trí, bước nhảy từ chính m = 1/3 bị phân tách 

thành hai bước nhảy khác nhau. Tuy nhiên khi tăng kích thước mạng lớn hơn L  L 

= 32  32 và 64  64 với cả hai trường hợp tỷ lệ tương tác J/J’ trong hình 3.4 (a) và 

3.4 (b) đều chỉ hình thành bước nhảy chính 1/3, so sánh kết quả này với các kết quả 

khảo sát trước đó [24, 47, 82] là hoàn toàn phù hợp. Như vậy, hiệu ứng kích thước 

hữu hạn làm ảnh hưởng đến độ chính xác của các kết quả tính toán. Nhận thấy kết 

quả bắt đầu hội tụ ở mạng kích thước 32  32, chúng tôi lựa chọn thực hiện tất cả 

các mô phỏng ở kích thước mạng L  L = 32  32. 

3.4.2. Ảnh hưởng của nhiệt độ lên đường cong từ hóa 

Chúng tôi tiếp tục khảo sát ảnh hưởng của nhiệt độ lên đường cong từ hóa 

trong mô hình Ising cho mạng Shastry – Sutherland tiêu chuẩn như trong hình 3.5. 

 

Hình 3.5: Đồ thị phụ thuộc của mômen từ tỷ đối m vào từ trường ở các nhiệt độ 

khác nhau với tỷ số  J/J’ = 1 trong mạng Shastry – Sutherland không có nhiễu loạn. 

Ở nhiệt độ thấp τ = 0.05, bước nhảy từ chính m = 1/3 ổn định trong vùng từ 

trường rộng. Khi tăng nhiệt độ lên τ = 0.1 và 0.15, bước nhảy thu hẹp dần và bị biến 

mất. Điều này là do tác động của năng lượng nhiệt lớn cạnh tranh với hiệu ứng của 

J/J’ = 1 
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từ trường ngoài. Khi năng lượng nhiệt vượt trội so với từ trường ngoài, bước nhảy sẽ 

bị triệt tiêu. Như vậy, biểu hiện từ với các bước nhảy trong mô hình Ising cho mạng 

Shastry – Sutherland chỉ xảy ra ở điều kiện nhiệt độ thấp, kết quả này của chúng tôi 

hoàn toàn phù hợp với kết quả khảo sát thực nghiệm trước đó cho vật liệu TmB4 (thể 

hiện trong hình 1 (b) trong tài liệu tham khảo [94]) cũng như nghiên cứu lý thuyết 

(hình 3(b) trong tài liệu tham khảo [82]). Các kết quả khảo sát bước nhảy từ dưới đây 

đều được chúng tôi thực hiện ở giá trị nhiệt độ 𝜏 = 0.01.  

3.4.3. Ảnh hưởng của thăng giáng và cường độ tương tác lên đường cong 

từ hóa 

Hình 3.6 và 3.7 chỉ ra tác động của độ mất trật tự lên sự hình thành của các 

bước nhảy từ khi thăng giáng ∆ được chèn vào trong tương tác NN, NNN và trong cả 

hai loại tương tác ở xác suất p = p’ = 0.1, nhiệt độ 𝜏 = 0.01.  

 

Hình 3.6: Đồ thị mômen từ tỷ đối m phụ thuộc vào trường ngoài với J/J’ = 0.5 ở  𝜏 

= 0.01, p = 0.1 khi độ thăng giáng khác nhau được thêm vào trong các tương tác 

(a) NN, (b) NNN và (c) cả hai tương tác. 

Trong trường hợp cường độ tương tác J/J’ = 0.5, thăng giáng ∆ nhỏ (∆ = 0.2) 

được thêm vào trong tương tác NN, NNN và cả hai loại, đường cong từ chỉ biểu hiện 

duy nhất bước nhảy chính m = 1/3. Như vậy, nhiễu loạn nhỏ không làm ảnh hưởng 

đến bước nhảy trên đường cong từ hóa.  
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Tuy nhiên, khi tăng ∆ = 0.5, đường cong từ hóa thể hiện sự khác biệt rõ rệt 

trong các trường hợp ở hình 3.6a, b và c. Nhiễu loạn gây ảnh hưởng ít nhất lên các 

bước nhảy từ ở trong tương tác NNN. Rõ ràng, thêm thăng giáng vào tương tác NNN, 

bước nhảy từ m = 1/3 vẫn giữ ổn định và xuất hiện thêm một bước nhảy từ ở phía trên 

bước nhảy chính (quan sát hình 3.6b). Ngược lại, tác động vào trong tương tác NN 

(hình 3.6a) làm cho bước nhảy chính 1/3 bị mất ổn định và sinh ra các bước nhảy nhỏ 

khác.  Điều này là do số tương tác giữa các vị trí NN (4 vị trí NN) nhiều hơn so với 

tương tác NNN (1 vị trí NNN) trong một ô mạng đơn vị, do đó dao động nhỏ trong 

tương tác NN sẽ gây ảnh hưởng lớn đến cấu hình spin trong khi ở trường hợp tương 

tác NNN quá trình lật spin khó xảy ra hơn.  

Thăng giáng ở trong cả hai vị trí NN và NNN có kết quả tương tự như trong 

trường hợp NN. Tuy nhiên, tình huống này sinh ra nhiều bước nhảy nhỏ hơn và đặc 

biệt bước nhảy chính m = 1/3 bị biến mất hoàn toàn khi thăng giáng ∆ lớn (∆ = 0.5).

 

Hình 3.7: Đồ thị mômen từ tỷ đối m phụ thuộc vào trường ngoài với J/J’ = 1 ở  𝜏 = 

0.01, p = 0.1 khi độ thăng giáng khác nhau được thêm vào trong các tương tác (a) 

NN, (b) NNN và (c) cả hai tương tác. 

Hình 3.7 mô tả tác động của độ mất trật tự trong các vị trí tương tác như hình 

3.6 khi cường độ J/J’ tăng (J/J’ = 1). Cường độ tương tác tăng lên, số lượng bước 

M
ô

m
en

 t
ừ

 t
ỷ

 đ
ố

i 
m

 

Từ trường h 

J/J’ = 1 
p = 0.1 

c) Cả hai 



53 

 

nhảy cũng tăng lên. Khác với kết quả trước trong hình 3.6, thêm thăng giáng vào 

trong tương tác NNN, bước nhảy chính 1/3 xuất hiện duy trì trong vùng từ trường 

rộng hơn rất nhiều từ h ≈ 0.75 đến h ≈ 2.5 và một số bước nhảy nhỏ được sinh ra ở 

cả phía trên và dưới của bước nhảy chính (xem hình 3.7b).  

Nhiễu loạn có mặt trong tương tác giữa các vị trí NN làm cho bước nhảy từ 

chính m = 1/3 dần mất ổn định ngay cả trong trường hợp thăng giáng ∆ nhỏ (∆ = 

0.2) tương tự như biểu hiện quan sát được trong hình 3.6a. Tăng độ thăng giáng ∆ 

lên bằng 0.5, bước nhảy chính 1/3 bị thu hẹp lại trong khoảng từ trường ngoài còn 

các bước nhảy nhỏ khác trở nên ổn định và mở rộng hơn. Các biểu hiện tương tự 

cũng được quan sát thấy trong hình 3.7c khi độ mất trật tự được thêm vào trong cả 

hai loại tương tác NN và NNN. 

Như vậy: dựa trên tác động của thăng giáng lên đường từ hóa trong các trường 

hợp tương tác với tỷ lệ J/J’ khác nhau, chúng tôi nhận thấy rằng bước nhảy từ chính 

m = 1/3 được duy trì ổn định khi tương tác NN chiếm ưu thế. Khi cường độ tương tác 

NN tăng lên, các bước nhảy từ nhỏ khác cũng được ổn định.  

Ở đây, chúng tôi lựa chọn khảo sát cho trường hợp phân bố xác suất p = p’ 

= 0.1 với mục đích lấy giá trị thấp trong các tương tác trao đổi  J2 = J (1 - ∆) trong 

NN và J'2 = J' (1 - ∆) trong NNN. Tỷ lệ J/J’ giảm trong tương tác NN và tăng trong 

tương tác NNN. Dublenych [24] đã giải chính xác bài toán mô hình mạng Shastry 

– Sutherland dưới tác dụng của trường ngoài và đưa ra giản đồ pha bao gồm cấu 

trúc hỗn hợp giữa pha Neel và pha cấu hình UUD ở bước nhảy chính 1/3, ở đó cấu 

hình spin sinh ra bước nhảy từ phân số 1/n khi J/J’ < 0.5. Chèn thêm thăng giáng 

lớn (∆=0.5) tương ứng với tỷ lệ tương tác J/J’ giảm vì vậy các bước nhảy nhỏ ở giá 

trị m = 1/5 và 1/8 xuất hiện như trong hình 3.6a và 3.7a có thể là trạng thái cơ bản 

của hệ thống với cấu trúc hỗn hợp. Tương tự như vậy, các bước nhảy ở phía trên 

bước nhảy chính có thể là trạng thái với cấu trúc lai giữa cấu hình UUD của bước 

nhảy 1/3 với các pha sắt từ. Những biểu hiện này xác nhận dự đoán về các pha mất 

trật tự tồn tại với mômen từ tỷ đối biến đổi từ 0 đến 1 như được đề xuất trước đó 

bởi Dublenych [24].  
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Như vậy, khi độ mất trật tự tham gia lần lượt vào trong tương tác NN, NNN 

và cả hai loại tương tác không chỉ làm cho bước nhảy chính 1/3 bị mất ổn định mà 

còn phát sinh các bước nhảy nhỏ khác trong đường từ hóa. Cường độ tương tác J/J’ 

tăng lên góp phần làm cho các bước nhảy nhỏ ổn định hơn trong hệ thống. 

3.4.4. Ảnh hưởng của phân bố xác suất lên đường cong từ hóa 

Trong phần này, chúng tôi khảo sát tác động của phân bố xác suất p lên các 

bước nhảy từ trong trường hợp thăng giáng ∆ = 0.2 và ∆ = 0.5 đối với cả hai trường 

hợp cường độ tương tác J/J’ = 0.5 và J/J’ = 1. 

3.4.4.1. Cường độ tương tác giữa các lân cận gần nhất nhỏ J/J’ = 0.5 

 

Hình 3.8: Đồ thị mômen từ tỷ đối m phụ thuộc vào trường ngoài ở các giá trị xác 

suất phân bố khác nhau với J/J’ = 0.5, 𝜏 = 0.01, ∆ = 0.2 khi độ mất trật tự được 

thêm vào trong tương tác NN, NNN và cả hai loại tương tác. 

Hình 3.8 biểu diễn đường cong từ hóa ở các phân bố xác suất khác nhau trong 

trường hợp thăng giáng ∆ nhỏ (∆ = 0.2), cường độ tương tác J/J’ = 0.5. Với các tham 

số được chọn, cường độ tương tác trao đổi giữa các vị trí NNN vượt trội so với tương 

tác giữa các vị trí NN, thêm độ mất trật tự nhỏ vào bên trong tương tác NN không 

gây ảnh hưởng đến bước nhảy từ chính m = 1/3 cũng không làm phát sinh các bước 

Từ trường h 

M
ô

m
en

 t
ừ

 t
ỷ

 đ
ố

i 
m

 c) Cả hai 

J/J’ = 0.5 

∆ = 0.2 

  p = 0.1 
 p = 0.5 
p = 0.8 



55 

 

nhảy từ khác với tất cả các giá trị xác suất phân bố (hình 3.8a). Tuy nhiên, khi thăng 

giáng tác động vào tương tác giữa các vị trí NNN, hệ thống sinh ra bước nhảy nhỏ ở 

phía trên bước nhảy từ chính. Biểu hiện này phù hợp với kết quả khảo sát trong phần 

3.4.3, như vậy tăng cường độ tương tác NNN sẽ gây ra bước nhảy nhỏ về phía giá trị 

mômen từ tỷ đối lớn. 

 Ban đầu, khi không có thăng giáng ở trường ngoài thấp, hệ thống chỉ có 

trạng thái UUD tương ứng với bước nhảy từ chính 1/3. Tăng giá trị từ trường ngoài, 

hệ thống được điều chỉnh từ pha UUD ở bước nhảy 1/3 sang pha FM. Như vậy, 

thăng giáng nhỏ tác động vào trong tương tác giữa các vị trí NN, NNN và trường 

hợp cả hai loại tương tác thì xác suất phân bố không gây ảnh hưởng đến tính chất 

từ của hệ thống. 

Khi độ mất trật tự tăng lên ∆ = 0.5, xác suất phân bố các tương tác sẽ ảnh 

hưởng như thế nào đến biểu hiện từ của mô hình mạng Shastry – Sutherland? Hình 

3.9 khảo sát đường cong từ hóa phụ thuộc vào các xác suất phân bố khác nhau khi 

thăng giáng được thêm vào trong các loại tương tác.   

 

Hình 3.9: Đồ thị mômen từ tỷ đối m  phụ thuộc vào trường ngoài ở các giá trị với 

J/J’ = 0.5, 𝜏 = 0.01, ∆ = 0.5 khi độ mất trật tự được thêm vào trong tương tác NN, 

NNN và cả hai loại. 

Từ trường h 

M
ô

m
e
n

 t
ừ

 t
ỷ

 đ
ố

i 
m

 c) Cả hai 
J/J’ = 0.5 
∆ =  0.5  

p = 0.1 
p = 0.5 
p = 0.8 



56 

 

Ở giá trị thăng giáng lớn ∆ = 0.5, khi thêm độ mất trật tự vào trong tương tác 

NNN, với các xác suất phân bố khác nhau, bước nhảy từ nhỏ đều xuất hiện ở cùng 

giá trị từ trường tới hạn. Tuy nhiên, khi xác suất phân bố càng lớn, bước nhảy từ nhỏ 

sinh ra càng gần với bước nhảy từ chính 1/3. Ngược lại trong trường hợp thăng giáng 

tác động vào trong tương tác NN, xác suất lớn làm cho các bước nhảy từ càng ngày 

càng mất ổn định. Dấu hiệu tương tự cũng được quan sát thấy trong trường hợp thăng 

giáng lớn tác động vào trong cả hai loại tương tác NN và NNN. Như vậy, khi độ mất 

trật tự đủ lớn được thêm vào trong hệ thống, xác suất phân bố của các tương tác mới 

có ảnh hưởng lên các bước nhảy từ.  

3.4.4.2. Cường độ tương tác giữa các lân cận gần nhất lớn J/J’ = 1 

Phần tiếp theo chúng tôi tiến hành khảo sát ảnh hưởng của các xác suất phân 

bố lên các bước nhảy từ trong hệ thống khi tỷ lệ cường độ tương tác tăng cường J/J’ 

= 1. Bắt đầu từ trường hợp thăng giáng nhỏ ∆ = 0.2 được thêm vào lần lượt ở các vị 

trí tương tác NN, NNN và cả hai loại vị trí biểu diễn trong hình 3.10 bên dưới. 

 

Hình 3.10: Đồ thị mômen từ tỷ đối m phụ thuộc vào trường ngoài ở các giá trị xác 

suất phân bố khác nhau với J/J’ = 1, τ = 0.01, ∆ = 0.2 khi độ mất trật tự được thêm 

vào trong tương tác NN, NNN và cả hai loại tương tác. 
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Ngược lại với phần trước, biểu hiện từ trong trường hợp cường độ tương tác 

J/J’ = 1 hoàn toàn khác biệt so với trường hợp J/J’ = 0.5 ở cùng giá trị thăng giáng ∆ 

nhỏ (∆ = 0.2). Ban đầu khi không có từ trường, không có thăng giáng, hệ thống ở 

trạng thái Neel. Tác động từ trường và thăng giáng, hệ thống bắt đầu chuyển từ trạng 

thái Neel sang trạng thái UUD ở bước nhảy 1/3 và các trạng thái sắt từ. Khi cường độ 

tương tác NN được tăng cường đến tỷ lệ J/J’ = 1, tác động thăng giáng vào trong 

NNN ở các mật độ xác suất phân bố khác nhau hầu như không làm ảnh hưởng nhiều 

đến trạng thái của hệ thống. Bước nhảy chính 1/3 vẫn được duy trì ổn định kèm theo 

bước nhảy từ nhỏ. Tuy nhiên, thăng giáng ∆ nhỏ tác động vào trong tương tác giữa 

các vị trí NN nhưng giá trị xác suất phân bố khác nhau sinh ra các biểu hiện từ hoàn 

toàn khác nhau. Xác suất phân bố p nhỏ (p = 0.1) tác động vào trong tương tác giữa 

các vị trí NN sinh ra số bước nhảy nhỏ nhiều hơn so với trường hợp xác suất thăng 

giáng lớn (p = 0.8). Các bước nhảy nhỏ này chỉ tồn tại trong vùng hẹp của từ trường. 

Còn ở giá trị xác suất phân bố của các tương tác cạnh tranh  cân bằng p =0.5, bước 

nhảy từ chính m = 1/3 biến mất, thay vào đó là các bước nhảy từ khác ổn định trong 

khoảng từ trường rộng hơn so với hai trường hợp xác suất p = 0.1 và p = 0.8. Tính 

chất này cũng được tìm thấy trong trường hợp tác động thăng giáng vào trong cả hai 

loại tương tác NN và NNN.   

Cuối cùng, chúng tôi tiến hành khảo sát cho trường hợp tỷ lệ cường độ tương 

tác J/J’ và thăng giáng ∆ tăng cường. Hình 3.11 chỉ ra sự ảnh hưởng của các giá trị 

xác suất phân bố khác nhau lên đường cong từ hóa của hệ thống. 
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Hình 3.11: Đồ thị mômen từ tỷ đối m phụ thuộc vào trường ngoài ở các giá trị xác 

suất phân bố khác nhau với J/J’ = 1, 𝜏 = 0.01, ∆ = 0.5 khi độ mất trật tự được thêm 

vào trong tương tác NN, NNN và cả hai loại tương tác. 

Hình 3.11 cho thấy khi cường độ tương tác NN cùng với thăng giáng lớn được 

thêm vào trong cả 3 trường hợp a, b, c làm cho các bước nhảy từ ổn định hơn so với 

các trường hợp khi ∆ = 0.2 với mọi giá trị xác suất khảo sát. Giá trị xác suất phân bố 

khác nhau tác động đến số lượng và vị trí của các bước nhảy được sinh ra trong từ 

trường. Ở giá trị xác suất lớn p = 0.8, các bước nhảy có xu hướng xảy ra ở phía từ 

trường lớn.  

3.4.5. Khảo sát năng lượng của hệ thống 

Để kiểm tra sự ổn định của trạng thái cơ bản trong mô hình Shastry – 

Sutherland mất trật tự, chúng tôi khảo sát sự phụ thuộc của năng lượng trung bình 

(trong thang năng lượng J’ = 1) tính trên một spin vào xác suất p khi không có trường 

ngoài và biểu diễn kết quả trên hình 3.12. 
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Hình 3.12: Đồ thị năng lượng trung bình tính trên một spin (trong đơn vị J’=1) phụ 

thuộc vào xác suất p với J/J’ = 0.5, 𝜏 = 0.01, h = 0 khi thăng giáng được thêm vào 

cả trong tương tác ở cả vị trí NN và NNN. 

Xác suất phân bố p = 0 và 1 tương ứng hệ thống nằm trong trạng thái không 

có nhiễu loạn. Từ hình 3.12 có thể thấy, ở mọi giá trị xác suất năng lượng trung bình 

của hệ thống nằm ở trạng thái cân bằng thấp hơn so với trường hợp không có thăng 

giáng. Năng lượng trung bình bên trong hệ thống giảm đi khi thăng giáng bên trong 

hệ thống tăng lên từ ∆ = 0.2 tới ∆ = 0.5. Như vậy, độ mất trật tự có thể ổn định trạng 

thái cơ bản của mô hình Ising cho mạng Shastry – Sutherland tiêu chuẩn. 

Với mong muốn giải thích được nguồn gốc các bước nhảy từ hóa phân số, áp 

dụng mô hình Ising cổ điển trên mạng Shastry – Sutherland, chúng tôi chỉ ra rằng 

dưới sự hỗ trợ của tương tác NN là J và NNN là J’, bước nhảy từ chính 1/3 được hình 

thành và ổn định phù hợp với quan sát thực nghiệm cho vật liệu SrCu2(BO3)2 [52, 61] 

và RB4 [105, 106] cũng như các khảo sát lý thuyết trước đó [18, 47].  Đặc biệt, các 

nghiên cứu trong trường hợp mô hình Ising gốc với tương tác J và J’ đồng nhất chỉ 

ra sự tồn tại ba trạng thái cơ bản dưới sự xuất hiện của trường ngoài là pha AF có giá 

trị mômen từ tỷ đối m = 0, pha FM với mômen từ tỷ đối m = 1/3 và trạng thái sắt từ 

bão hòa m = 1. Đường cong từ của mô hình gốc chỉ có một bước nhảy duy nhất tương 
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ứng với quá trình chuyển pha xảy ra tại giá trị m = 1/3. Tuy nhiên, thực nghiệm đo 

cho vật liệu TmB4 [94] và ErB4 [71] bước nhảy 1/3 hoàn toàn bị biến mất hoặc bị 

thay thế bởi các bước nhảy nhỏ khác trong TbB4 [106] hay HoB4 [15], điều này có 

nghĩa là mô hình mạng Shastry – Sutherland dị hướng thông thường không đủ để giải 

thích các tính chất từ xảy ra trong các hợp chất tetraboxide đất hiếm RB4. Như vậy, 

để có thể mô tả được sự xuất hiện của các bước nhảy khác, một mô hình Ising mở 

rộng là cần thiết. Biến đổi các tham số trong mô hình Ising cho mạng Shastry – 

Sutherland cụ thể là thay đổi cường độ tương tác J và J’ với xác suất thăng giáng p 

cùng độ thăng giáng ∆, chúng tôi đã tìm thấy sự phụ thuộc của số bước nhảy cũng 

như giá trị của các bước nhảy vào các tham số trên (ví dụ có thể thấy bước nhảy 1/2 

được thành ở giá trị xác suất thăng giáng p = 0.8 và cường độ thăng giáng ∆ = 0.5 

như trong hình 3.9 và 3.11). Có thể thấy rằng, cạnh tranh trong tương tác giữa các vị 

trí NN và NNN là nguồn gốc cơ bản hình thành nên các bước nhảy từ phân số. Sự 

hình thành của chuỗi các bước nhảy từ trong mô hình Ising thăng giáng trong mạng 

Shastry – Sutherland là kết quả có giá trị để từ đó có thể định hướng xây dựng được 

mô hình lý thuyết vi mô phù hợp mô tả và giải thích được sự hình thành của đầy đủ 

bước nhảy từ ở trong quan sát thực nghiệm cho các vật liệu tetraboxit đất hiếm RB4. 
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Kết luận chương 3 

Sử dụng phương pháp MC với thuật toán Metropolis để khảo sát cho mô hình Ising 

có cạnh tranh tương tác trên mạng Shastry – Sutherland, các kết quả chúng tôi thu 

được trong chương này là: 

Đã chỉ ra ảnh hưởng của xác suất thăng giáng p, độ lớn của thăng giáng tương 

tác ∆ và tỷ số giữa các tương tác NN/NNN lên dáng điệu của quá trình từ hóa loại 1 

tương ứng với các bước nhảy trong đường cong từ hóa.   

Thăng giáng ∆ nhỏ (∆ = 0.2) được thêm vào trong các vị trí tương tác ở cả hai 

trường hợp tỷ lệ J/J’ bằng 0.5 và 1 đều không làm ảnh hưởng đến bước nhảy từ chính 

m = 1/3 tương đương với cấu hình spin UUD. Bước nhảy từ chính 1/3 vẫn giữ ổn 

định khi thăng giáng ∆ lớn (∆= 0.5) được thêm vào trong các vị trí NNN. Tuy nhiên, 

thăng giáng lớn tác động vào trong NN và trường hợp cả hai loại tương tác làm cho 

bước nhảy từ chính 1/3 bị mất ổn định và phát sinh nhiều bước nhảy từ nhỏ khác. Các 

bước nhảy từ nhỏ ngày càng ổn định hơn khi tỷ lệ tương tác J/J’ tăng.  

 Khi khảo sát tác động của xác suất phân bố lên đường cong từ hóa, tương tự 

như trong mô hình Ising, các bước nhảy từ có xu hướng xảy ra ở phía từ trường tới 

hạn lớn khi xác suất phân bố tăng. 

 Kiểm tra sự phụ thuộc của năng lượng trung bình vào xác suất phân bố, chúng 

tôi nhận thấy năng lượng trung bình của hệ thống nhiễu loạn luôn nằm ở mức thấp 

hơn khi không có nhiễu loạn. Điều này chứng tỏ rằng, hệ thống có thăng giáng vẫn 

nằm ở trạng thái cơ bản ổn định. 

Hầu hết các kết quả của chương 3 được công bố trong công trình [3]. 
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CHƯƠNG 4: CHUYỂN PHA TRONG MÔ HÌNH HẠT BOSON BOSE – 

HUBBARD DƯỚI TÁC DỤNG CỦA THẾ NĂNG GHIM TUẦN HOÀN 

Trong chương 2 và chương 3, biểu hiện chuyển pha từ thú vị của một số vật 

liệu ví dụ như các perovskite Mangan pha tạp hay các tetraboxit đất hiếm được khảo 

sát dựa trên mô hình Ising có cạnh tranh tương tác. Mặc dù bài toán mô hình không 

thể mô tả được mọi yếu tố bên trong của các vật liệu phức tạp đó nhưng cung cấp 

được cái nhìn cơ bản về nguồn gốc cơ chế hình thành tính chất vật lý của hệ. Dưới 

tác dụng của trường ngoài kết hợp với sự cạnh tranh của các cường độ tương tác đã 

làm cho trật tự của hệ thống bị phá vỡ ở nhiệt độ thấp. Đặc biệt, khi nhiệt độ giảm 

xuống không độ tuyệt đối, cạnh tranh giữa các tương tác lượng tử càng nổi bật, đóng 

vai trò quyết định trong sự hình thành các pha lượng tử và thúc đẩy quá trình chuyển 

pha lượng tử xảy ra. Trong chương 4 này, luận án tập trung vào nghiên cứu sự hình 

thành của các pha lượng tử dị thường và quá trình chuyển pha xung quanh các pha 

lượng tử dưới tác dụng của trường ngoài tuần hoàn làm phá vỡ đối xứng của hệ. Đối 

tượng được khảo sát ở đây là mô hình Bose – Hubbard cho các hạt boson và có thể 

ánh xạ sang các mô hình spin tương ứng. 

4.1.  Mô hình Bose – Hubbard 

4.1.1. Đặc tính vật lý của mô hình 

Mô hình Bose-Hubbard là mô hình mô tả thành công cho hệ thống hạt boson 

trong các vật liệu tương quan mạnh. Mô hình này được Gersch và Knollman giới 

thiệu lần đầu tiên vào năm 1963 [59]. Đến năm 1989, Fisher và các cộng sự tiến hành 

các nghiên cứu lý thuyết chi tiết hơn [30]. Bức tranh pha của mô hình ở 0 Kelvin chứa 

hai pha là pha SF và điện môi Mott (MI) , bị phân tách bởi chuyển pha lượng tử. 

Hamiltonian của mô hình có dạng: 

                
†

,

( . .) ( 1) ,
2

i j i i i

i j i i

U
t a a H c n n n= − + + − −  H                            (4.1) 

trong đó: t  là tham số nhảy của hạt boson giữa các lân cận gần nhất, 

                †

ia và ia lần lượt là toán tử sinh hủy hạt boson ở vị trí thứ i, 
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                †

i i in a a=  là toán tử số hạt boson ở vị trí thứ i. 

                 U chỉ cường độ tương tác của các hạt boson trên cùng một nút mạng.  

                U > 0 ứng với tương tác đẩy còn U < 0 ứng với tương tác hút. 

                 là thế hóa học.  

       Kí hiệu ,i j  có nghĩa là lấy tổng trên các vị trí NN. 

Hình (4.1) là minh họa cho các số hạng của phương trình (4.1). 

Trong Hamiltonian (4.1) trường hợp tương tác giữa các hạt trên cùng một nút 

mạng U → ∞ là tương đương với mô hình boson lõi cứng (chỉ cho phép duy nhất một 

boson trên mỗi nút mạng). Mật độ hạt trung bình trên một nút mạng được tính bởi 

công thức 
s

N

N
 = (với N  là số hạt boson trong hệ thống, Ns là số nút mạng) sẽ biến 

đổi trong khoảng [0, 1]. 

Khi cường độ tương tác U có giá trị hữu hạn khác 0, Hamiltonian (4.1) tương 

ứng với mô hình hạt boson lõi mềm với nhiều hơn một boson nằm trên cùng một nút 

mạng. Trường hợp này mật độ hạt ρ của hệ thống luôn lớn hơn 1. 

 

 

Hình 4.1: Minh họa ý nghĩa của số hạng động năng t và thế năng tương tác U của 

Hamiltonian mô hình Hubbard.  

Các toán tử sinh hủy hạt boson tuân theo các quy tắc giao hoán: 

         †,i j ija a   =   ,  † †, , 0i i i ia a a a  = =     với ,i j .                (4.2) 
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Toán tử sinh hủy hạt boson tác động lên hàm cơ sở riêng của toán tử số hạt ở 

vị trí thứ i như sau: 

             

† 1 1 ,

1 .

i i i i

i i i i

a n n n

a n n n

= + +

= −
                              (4.3) 

Số hạng đầu của Hamiltonian (4.1) là số hạng động năng mô tả quá trình nhảy 

của các hạt boson giữa các vị trí NN trong hệ thống. Khi một hạt hủy ở vị trí j thì sẽ 

có một hạt được sinh ra ở vị trí i. Số hạng thứ hai là thế năng tương tác giữa các hạt, 

đóng vai trò định xứ các hạt ở mỗi nút mạng. Số hạng cuối cùng của Hamiltonian có 

ý nghĩa điều khiển số hạt của hệ thống. 

Hamiltonian Bose-Hubbard (4.1) có hai vùng giá trị tham số với tính chất khác 

biệt: 

✓ Khi U ≫ t, các hạt bị định xứ trong không gian, hệ thống tương quan 

mạnh ở trong trạng thái MI với hệ số lấp đầy tương ứng với số nguyên 

hạt n trên mỗi nút mạng. Hàm sóng của hệ thống ở trạng thái MI cơ bản 

là tích của các trạng thái Fock địa phương trên mỗi nút mạng:  

                ( )†

0
0

L
n

Mott it
i

a
=

 =                                 (4.4) 

Với L là kích thước mạng và 0 là trạng thái chân không. 

✓ Khi t ≫ U, trạng thái cơ bản của Hamiltonian được mô tả bởi hàm sóng 

đơn hạt của N hạt boson trải rộng trên toàn mạng kích thước L. Trong 

trường hợp này các hạt không bị định xứ, hệ thống nằm trong trạng thái 

SF.  

                                †

0
0

N
L

SF iU
i

a
=

 
 =  

 
                           (4.5) 
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Hình 4.2: Hình ảnh biểu diễn pha SF ( hình trên) và pha điện môi Mott (hình dưới) 

của các hạt boson trên mạng quang học [41]. 

 Bức tranh pha cơ bản của mô hình biểu hiện chuyển pha lượng tử giữa pha 

SF và MI (xem hình 4.2) được khai thác rất nhiều bằng phương pháp giải tích (xem 

chi tiết giải tích trong tài liệu tham khảo [5, 88]) cũng như phương pháp số [91]. 

 

Hình 4.3: Bức tranh pha cơ bản của mô hình Bose-Hubbard [39]. 



66 

 

Ở giá trị t/U nhỏ, động năng của hạt nhỏ so với thế năng tương tác nên hệ 

thống nằm trong pha MI. Khi đạt đến một giá trị tới hạn nhất định của tỷ lệ (t/U)c, 

năng lượng động năng tăng lên vượt qua thế năng tương tác, hệ thống trải qua chuyển 

pha lượng tử từ trạng thái MI sang trạng thái SF (xem hình 4.3). Quá trình chuyển 

pha đi kèm với sự thay đổi rõ rệt trong phổ kích thích của hệ thống, ở trạng thái SF, 

phổ kích thích không có khe năng lượng [88]. Khi tăng (hoặc giảm) thế hóa học tại 

giá trị t/U cố định trong pha MI, tương ứng với sự thêm các hạt (hoặc loại bỏ hạt sinh 

ra lỗ trống), các hạt (lỗ trống) được thêm vào di chuyển tự do trong hệ thống. Xét về 

mặt năng lượng động năng cân bằng với thế năng tương tác. Các hạt (lỗ trống) lập 

tức ngưng tụ Bose – Einstein hình thành pha SF [88]. 

4.1.2. Mô hình Bose-Hubbard mở rộng 

Pha SS là một pha lượng tử dị thường chứa đồng thời hai tham số trật tự là 

DLRO tương ứng với cấu trúc tinh thể và ODLRO tương ứng tính chất SF. Các nghiên 

cứu về pha SS thực sự bùng nổ sau khi Andreev – Liftshit [43] và Chester [43] đưa 

ra đề xuất dao động tại 0 K trong các tinh thể lượng tử cho phép tồn tại pha SS. Các 

khuyết tật trong hệ thống là khuyết tật lỗ trống hoặc khuyết tật giữa nút có thể di 

chuyển tự do và ngưng tụ Bose – Einstein ở nhiệt độ thấp mà không phá hủy cấu trúc 

tinh thể, đó chính là pha SS. Phát hiện này đã trở thành hướng đi mới cho các nghiên 

cứu lý thuyết, thực nghiệm cũng như mô phỏng trong công cuộc tìm kiếm pha SS.  

Hamiltonian (4.1) biểu hiện tính chất động lực học của các hạt boson với bức 

tranh pha cơ bản thể hiện hai trạng thái là pha SF và pha MI, đặc biệt không có pha 

tinh thể trong mô hình này. Với mong muốn tìm kiếm pha SS ở cấu trúc tinh thể cũng 

như lân cận vùng cấu trúc tinh thể theo như một số đề xuất trước đó [43], các số hạng 

khác được thêm vào để tăng cường khả năng định xứ của các hạt boson để có thể hình 

thành cấu trúc tinh thể. Sự định xứ của các hạt boson có thể được phát sinh từ tương 

tác giữa chúng hoặc sinh ra dưới tác dụng của thế năng bên ngoài ghim các hạt ở các 

vị trí xác định. Hình 4.4. minh họa một số cấu trúc tinh thể hình thành trong hệ thống 

khi tương tác lân cận gần nhì được thêm vào. 
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Hình 4.4: Phác họa cấu hình cấu trúc tinh thể (a) dạng ô bàn cờ,  

(b) và (c) dạng sọc và (d) dạng sao. 

Trong trường hợp chỉ có tương tác giữa các vị trí NN, để chống lại quá trình 

phân tách pha và hỗ trợ hình thành pha SS thì cường độ tương tác giữa các hạt trên 

cùng một vị trí U được xác nhận là yếu tố cần thiết (trường hợp này tương ứng với 

mô hình hạt boson lõi mềm) [76, 92]. Hàng loạt các kết quả giải tích cũng như mô 

phỏng xác nhận sự tồn tại của pha SS trong các mô hình mạng hai chiều [9, 10, 11, 

75, 76, 92], mạng ba chiều  [63, 74] cho thấy các cường độ tương tác giữa các hạt 

đóng một vai trò rất quan trọng trong quá trình hình thành pha SS. 

Ngoài yếu tố tương tác thì thế năng ngoài tuần hoàn cũng được chứng minh là 

chìa khóa quan trọng góp phần làm định xứ các hạt boson vào trong các cấu trúc tinh 

thể, xuất hiện pha SS [21, 22].  

 

Hình 4.5: Mô hình mạng boson tương tác lõi mềm. 

t 

U V
nn

 

V
nnn
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Hamiltonian mở rộng cho các hạt boson khi có thêm tương tác tầm xa NN và 

NNN dưới tác dụng của trường ngoài có dạng: 

†

, , ,

( . .) ( 1) ( ) . (4.6)
2

i j i i nn i j nnn i j i i

i j i i j ii j

U
t a a H c n n V n n V n n n = − + + − + + − +    H

Ở đây, tham số nhảy của hạt giữa các nút mạng t được chọn bằng 1, μ là thế hóa học 

trung bình còn μ
i
 là thế năng ghim hạt trên mỗi nút mạng. μ

i
 có giá trị lần lượt là 0 và 

ε ở trên các vị trí nút mạng xác định, Vnn là tương tác giữa các vị trí NN, Vnnn là tương 

tác giữa các vị trí NNN. Hình 4.5 minh họa cho các số hạng của Hamiltonian (4.6). 

4.2. Phương pháp Monte Carlo lượng tử (QMC) 

Đối với hệ hạt boson tương quan mạnh, cạnh tranh tương tác và các thăng 

giáng lượng tử đóng vai trò quan trọng trong quá trình hình thành các pha lượng tử 

dị thường. Do đó, phương pháp QMC là phương pháp tối ưu cho phép mô phỏng 

được các thăng giáng lượng tử cho các hệ có kích thước lớn. 

Công thức tích phân đường Feynman [29] trong cơ học lượng tử thống kê đóng 

vai trò chính trong việc phát triển các phương pháp mô phỏng QMC. Vào khoảng 

cuối những năm thập niên 70 đầu 80 của thế kỷ trước, một số các phương pháp MC 

áp dụng cho các mô hình lượng tử như mô hình spin và các mô hình mạng ở nhiệt độ 

hữu hạn phát triển mạnh dựa trên khai triển Trotter [102] của toán tử - /Te H với T là 

nhiệt độ tuyệt đối còn H  là Hamiltoninan của mô hình. Đặc biệt vào năm 1976, 

Suzuki [98] nhận ra hàm phân bố của hệ thống d chiều spin 1/2 lượng tử có thể ánh 

xạ lên mô hình Ising cổ điển (d + 1) chiều với các tương tác đặc biệt cho phép mô 

phỏng các mô hình mạng lượng tử bất kì. Các spin lượng tử được ánh xạ lên các 

“đường thế giới” (world line) cổ điển, thuật toán Metropolis [38] được sử dụng để 

cập nhật các cấu hình.  

4.2.1. Tích phân đường 

Theo lý thuyết thống kê cổ điển, trung bình nhiệt động của một đại lượng A 

bất kì có thể ước lượng được trong mô phỏng MC cổ điển có dạng: 
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                                         (4.7) 

Trong mô phỏng QMC, trung bình cổ điển được thay thế bởi trung bình thống 

kê lượng tử: 

                      
 
 

.
Tr Ae

A
Tr e





−

−
=

H

H                                             (4.8) 

Công thức tích phân đường được bắt đầu từ việc phân tích nghịch đảo nhiệt 

độ thành các khoảng vô cùng bé M =   với M là số “lát thời gian” (M → ∞) và 

  là bước thời gian. Hàm tổng thống kê Z  được biểu diễn lại dưới dạng: 

1

1

1 2 2 3 1

,...,

{ } ,

... , (4.9)
M

M

i

M

i i

Z Tr e Tr e

Z i e i i e i i e i

 

  

− −

=

− − −

 
= =  

 

=





H H

H H H
 

trong đó 
ki là tập hợp các trạng thái cơ sở trực giao. 

Yếu tố ma trận e − H
rất khó để ước lượng, do đó chúng ta có thể sử dụng xấp 

xỉ để ước lượng yếu tố ma trận e − H
khi ∆τ rất nhỏ và M rất lớn. Khi đó chúng ta có 

thể tính phân bố của các đường thời gian tuần hoàn khác nhau i1 → i2 →…→ iM → i1 

mà hệ thống có thể tiến triển trong cơ sở đã chọn. Trong QMC, các đường là mẫu 

quan trọng theo phân bố trong công thức (4.9). Có thể coi công thức (4.9) là ánh xạ 

của hệ d chiều lượng tử sang hệ (d + 1) chiều cổ điển tương đương với chiều mới là 

thời gian ảo β. Sự tiến triển của một phần tử trong thời gian ảo xác định đường đi của 

nó  còn được gọi là “đường thế giới” (world line). 

Sử dụng khai triển Taylor cho số mũ của hàm phân bố : 

                     2(1 ) ( ).e O  − = − + H H                               (4.10) 

Từ công thức (4.9), hàm tổng thống kê (4.4) được viết lại như sau: 

             
1

2

1 2 2 3 1

,...,

1 1 ... 1 ( ).
M

M

i i

Z i i i i i i O   = −  − − +  H H H          (4.11) 
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Tổng thống kê biểu diễn theo công thức (4.11) được gọi là biểu diễn tích phân 

đường. Chú ý rằng hiệu quả của thuật toán MC phụ thuộc vào cách lấy mẫu hàm phân 

bố. Các thuật toán khác nhau sử dụng các cách tiếp cận khác nhau để lấy mẫu hàm 

phân bố. 

4.2.2. Thuật toán Worm cho mạng boson 

4.2.2.1. Biểu diễn tích phân đường cho mạng boson 

Hamiltonian Bose – Hubbard mở rộng (4.6) cho mạng kích thước L được 

tách thành hai số hạng động năng K và thế năng tương tác V:  

H  = K+ V,                                        (4.12) 

 với:  

                                          K = 
†

,

( . .)i j

i j

t a a H c− + ,                                 (4.13) 

      V =
, ,

( 1) ( ) .
2

i i nn i j nnn i j i i

i i j ii j

U
n n V n n V n n n − + + − +             (4.14) 

Biểu diễn  K, V trong cơ sở Fock của số vị trí với số hạt chiếm giữ ni: 

 in =  

                      ; 0K K K 
 

 


= = ; .V V =                        (4.15) 

 Hàm tổng thống kê Z cho hệ thống có dạng: 

              
 

1 1 0... .
i

d d

L LZ e e 



   − −

−= H H                         (4.16) 

Theo điểu kiện biên tuần hoàn 
0 = L . Sử dụng xấp xỉ trong giới hạn d  vô 

cùng nhỏ:            

                 2 21 ( ) 1 ( ).de d O d Kd Vd O d     − = − + = − − +H H                     (4.17) 

Trọng số cấu hình chéo và không chéo theo cơ sở số hạt được đánh giá như sau: 

         
,

.

V dd

d

d

o

W e e

W e K d

 





 

   

−−

−

= 

=   −

H

H
                          (4.18) 

Khi đó, trọng số cấu hình của hệ thống có trạng thái i  biến đổi thành 1i +  là 



71 

 

                
1

10

exp ( ),( )
i i

L

i

W V d K d



    
+

=

  
= − − 

  
                   (4.19) 

với L là kích thước của hệ thống. 

Hàm tổng thống kê biểu diễn trong trọng số cấu hình   có dạng: 
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01 1
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      (4.20) 

Công thức (4.20) được lấy tổng trên tất cả các vết trong không gian cấu hình 

và 0 L =  trong thời gian ảo. Hàm tổng thống kê trong thuật toán Worm [79, 80] 

biểu diễn lại trên toàn bộ đường cấu hình đóng ( )CPi   cho Hamiltonian (4.12) đơn 

giản như sau: 

                    
1

1 1

1

0 ( )0

1

0 ( ) 10

... [ ( )],

... exp ( ) .

L
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iL

CPL i
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                   (4.21) 

Trọng số cấu hình của hệ thống được biểu diễn theo chuỗi biểu đồ của Ks là số 

lần nhảy giữa hai vị trí NN cũng chính là đoạn uốn gập (“kink”) (xem minh họa 4.6) 

trong biểu diễn tích phân đường cho mô hình mạng, xi là thời gian ảo tại các lần 

chuyển đổi vị trí, K là vị trí trong không gian cho tất cả các đoạn uốn gập (“kink”) 

và y là các tham số của Hamiltonian:        

     

1

1

1

[ ( )] exp ( ) ( , ; ,..., ; ).
i

i

L
L

L CP s K K

i

W i t V W K x x y





  

−
=

  
= −  

  
                 (4.22) 
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Hình 4.6: Đường nét liền mô tả sự phát triển trong không thời gian cấu hình của 

một hạt trong mạng 1 chiều với 6 nút. Các đoạn uốn gập (“kink”) thẳng đứng 

tương ứng với quá trình hạt nhảy từ một vị trí sang vị trí NN, đường liền nằm ngang 

mô tả thời gian hạt ở tại một vị trí trong mạng. Đường nét đứt thể hiện không gian 

cấu hình không bị hạt chiếm giữ trong quá trình phát triển. 

Hệ thống có số hạt bảo toàn, quỹ đạo của hệ nhiều hạt có thể phân tích thành 

tập hợp quỹ đạo đóng của các đơn hạt theo hướng thời gian còn được biết đến là 

đường thế giới (“world line”). Các đường thế giới có thể uốn vài lần trong thời gian 

ảo trước khi đóng. Trong hệ thống có biên tuần hoàn trong không gian, các quỹ đạo 

có thể uốn theo hướng không gian. Các đường thế giới khác không và số vòng cuốn 

[19] trong không gian được biết đến hình thành chu kỳ trao đổi và số vòng cuốn có 

liên hệ trực tiếp với tính SF [78, 95]. 

4.2.2.2. Lấy mẫu Worm 

Không gian cấu hình của hàm tổng thống kê Z chỉ chứa các đường đóng. Thuật 

toán Worm lấy mẫu gián tiếp bằng cách thực hiện các dịch chuyển địa phương trong 

không gian cấu hình mở rộng của cấu hình mở đường thế giới trong biểu diễn hàm 

Green (hàm G) (xem hình 4.7). Điều này được thực hiện bằng cách thêm toán tử đầu 

Worm 
iW +  và Worm đuôi 

iW −vào trong Hamiltonian (4.12) ta được: 

                 ( ).worm i i

i

W W + −= − +H H                                (4.23) 
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Hàm tổng thống kê biểu diễn theo hàm Green là: 

                Ze=Tr[𝒯 (
ia (τ0) †

ja (τ)+𝐻. 𝑐. ) e-βH ],                            (4.24) 

trong đó: 𝒯 biểu thị toán tử trật tự thời gian, toán tử trong biểu diễn Heisenberg 

(
ia (τ0) †

ja (τ)+𝐻. 𝑐. ) được gọi là toán tử Worm [77].  

 

 

Hình 4.7: Hình ảnh minh họa cấu hình trong trong biểu diễn  hàm Green với 5 nút 

mạng. Đường thẳng đứng mô tả các đoạn uốn gập (“kink”) tương ứng quá trình nhảy 

của một hạt sang vị trí NN, nét liền đơn nằm ngang biểu thị vị trí bị chiếm giữ một 

lần, nét liên đôi nằm ngang biểu thị vị trí có hai chiếm giữ, nét đứt thể hiện vị trí 

không có chiếm giữ. Hai vòng tròn đánh dấu sự gián đoạn trong đường thế giới tương 

ứng với toán tử Worm. 

Thuật toán MC lấy mẫu trên tất cả khai triển thứ L, thời gian tương tác τi, trên 

tất cả vị trí và thời gian Worm và tập hợp cơ sở 
i . Trong thuật toán Worm, điều 

này đạt được bằng cách dịch chuyển toán tử Worm trong không gian cấu hình. Cập 

nhật trong thuật toán Worm như sau: 

• Chèn cặp toán tử Worm 
iW +  và 

iW −vào để tạo ra một Worm. Worm có thể 

sinh hoặc hủy tùy thuộc vào trọng số W được lựa chọn.  

• Để đơn giản, di chuyển đầu Worm, giữ cố định đuôi Worm. Đầu Worm di 

chuyển tự do trong không gian cấu hình sử dụng cập nhật Metropolis địa 
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phương hoặc bình nhiệt (heat bath). Đầu Worm có thể uốn quanh mạng theo 

cả hai hướng thời gian và không gian, điều này dẫn đến số vòng cuốn khác 

không. Sau một vài cập nhật, khi đầu Worm gặp đuôi Worm, cập nhật được 

hoàn thành. 

Một thuận lợi của thuật toán Worm là cung cấp khả năng tính toán cho quá 

trình phát triển của đơn hạt trong thời gian ảo qua hàm Green

†( , ) ( ) ( )
M IM I M I i M i IG i i a a   − − = . Thuật toán Worm áp dụng cho hệ thống mạng 

boson có các kiểu cập nhật như sau: sinh/hủy Worm, dịch chuyển Worm thời gian, 

dịch chuyển Worm không gian. 

• Sinh/hủy Worm: Cặp cập nhật này là quá trình ngược nhau chuyển giữa không 

gian cấu hình từ hàm Z  sang hàm G (xem hình minh họa 4.8). Do cập nhật 

sinh biến đổi từ hàm Z sang hàm G nên cập nhật này được đề xuất bắt đầu từ 

hàm Z. Chọn ngẫu nhiên một đường thẳng liền trong không gian cấu hình, đặt 

một đầu Worm vào thời gian ảo min max min( )M r   = +  −  và đuôi Worm vào 

thời gian ảo min max min( )I r   = +  −  với r là số ngẫu nhiên được tạo bằng 

cách sử dụng phân bố ngẫu nhiên đồng nhất ( 1 2  ). 

 

Hình 4.8: Hình ảnh minh họa cập nhật sinh/hủy Worm. 

Cập nhật hủy Worm chuyển không gian cấu hình từ hàm G sang hàm Z do 

đó cập nhật được đề xuất trong hàm G. Cập nhật được chấp nhận với xác suất pa. 

Cân bằng chi tiết cho quá trình sinh Worm và hủy Worm như sau:  
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2 ( ) ( )

max min ' '

1
( ) ,a a

c a G a

i

C W P C p W P
N

     − =                           (4.25) 

trong đó ( )a

cP , ( )a

aP  lần lượt là xác suất chấp nhận sinh và hủy Worm 
1

G

iN
  là 

tham số tự do, Ni là tổng số đường nét liền trong không gian cấu hình trước khi cập 

nhật, Wѵ là hàm trọng số.  

• Dịch chuyển thời gian: Trong không gian G, thuật toán đề xuất di chuyển đầu 

Worm dọc theo trục thời gian  → ’ trong biên xác định bởi số chiếm giữ 

trên một vị trí xác định (xem hình 4.9). 

 

Hình 4.9: Hình ảnh minh họa cập nhật dịch chuyển thời gian. 

• Dịch chuyển không gian: Cập nhật này khác với các biến đổi liên tục của các 

đường vì nó liên quan đến chuyển động của đầu Worm trong không gian. 

Không thay đổi vị trí thời gian của đầu Worm, đặt đầu Worm sang vị trí lân 

cận và kết nối đường thế giới của hai vị trí liên quan đến cập nhật bằng cách 

giữ nguyên phần còn lại của đường. Điều này yêu cầu thêm hoặc loại bỏ đoạn 

uốn gập (“kink”) ngay trước hoặc sau đầu Worm. Khi đoạn uốn gập (“kink”) 

được chèn vào bên trái đầu Worm, chuyển đổi có thể được hiểu như là quá 

trình vẽ đường thế giới. Khi đoạn uốn gập (“kink”) được chèn bên phải đầu 

Worm, chúng ta kết nối lại những đường đã có và lấy mẫu sau cùng tất cả cấu 

trúc liên kết cho phép của đường dẫn (xem hình 4.10). 
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Hình 4.10: Hình ảnh minh họa cập nhật dịch chuyển không gian. 

Để nâng cao hiệu quả của thuật toán, Lode Pollet [77] đã tối ưu hóa thuật toán 

bằng cách kết hợp giữa thuật toán vòng lặp có hướng [90, 99] và tối ưu hóa địa 

phương MC [77] vào trong thuật toán Worm được gọi là thuật toán LOWA. Trong 

khi thuật toán Worm hướng lan truyền Worm tiến và lùi theo thời gian có xác suất 

giống nhau thì thuật toán LOWA hướng lan truyền được duy trì cho đến khi gặp một 

tương tác làm cho Worm thay đổi hướng lan truyền. Tổng quát thuật toán LOWA 

được thực hiện như sau: 

Bước 1: Chúng ta lựa chọn một vị trí và thời gian tùy ý trong cấu hình Z là 

0 0( , )i  . Tìm tất cả các vị trí có chiếm giữ ở thời điểm 0 , tính năng lượng đường 

chéo tương ứng. Chọn một hướng với xác suất cân bằng. Giả sử chọn theo hướng bên 

phải. 

Bước 2:  Chèn cặp Worm vào ở 0 0( , )i  . Nếu số chiếm giữ ở vị trí này khác 0 

ví dụ như n = 1, chúng ta sẽ chèn cặp Worm hoặc trở về bước 1 với xác suất cân bằng. 

Nếu chiếm giữ ở 0 0( , )i   bằng 0, Worm được chèn vào với xác suất 50 %. 50% xác 

suất Worm không được chèn vào. Ngay sau khi cặp Worm được tạo ra, chúng ta 

chuyển từ hàm Z sang hàm G và truyền Worm trong không gian G. 
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Bước 3: Khi đầu Worm dịch chuyển sang phải, định nghĩa 𝑒 là năng lượng 

lệch trái của đầu Worm, rút ra độ lệch số mũ p = -ln(u) với u là số ngẫu nhiên đồng 

nhất trong khoảng 0 < u ≤ 1. Ước lượng độ lệch thời gian ảo là ∆τ = p/𝑒 và thời gian 

mới của đầu Worm: τ' = τ0 + ∆τ. 

Bước 4: Ngay sau khi đầu Worm chạm đuôi Worm trong suốt chiều truyền, 

loại bỏ cặp Worm với xác suất 1. Cập nhật kết thúc cho cấu hình đường chéo mới. 

Nói cách khác chúng ta chuyển quỹ đạo hở từ hàm G mở sang tất cả quỹ đạo đóng 

kín trong hàm Z. 

Bước 5: Trong trường hợp nếu thời gian Worm mới lớn hơn thời gian cho 

tương tác tiếp theo, thời gian Worm mới được chỉ định bằng thời gian của đoạn uốn 

gập (“kink”) tiếp theo. Worm có thể bị bật ngược trở lại, vượt qua, hủy hoặc biến đổi 

đoạn uốn gập (“kink”) theo phương trình cân bằng chi tiết. 

Bước 6: Nếu không gặp đoạn uốn gập (“kink”) nào trong khoảng thay đổi 

thời gian ảo, chúng ta chèn đoạn uốn gập (“kink”) vào hoặc Worm bị bật ngược 

trở lại. 

Bước 7: Trở lại bước 3. 

Khi Worm di động chạm đến Worm cố định, chúng ta đo các đại lượng đường 

chéo quan sát được như năng lượng, số vòng cuốn, mật độ … Số vòng cuốn là số lần 

đầu Worm uốn quanh hệ thống trước khi gặp đuôi Worm và mật độ SF được ước 

lượng theo số vòng cuốn [19]: 

                                                   
2 2

,

d

s

W L

d




−

=                                       (4.26) 

trong đó W là tổng số vòng cuốn, L là kích thước mạng, d là số chiều không 

gian và β là nghịch đảo nhiệt độ. 

Hệ số cấu trúc tĩnh S(Q) ở véctơ sóng Q được tính theo công thức: 

                       ˆ .
N

-i

i2
i =1

2
1

S( )= ne
N

iQr
Q                                 (4.27) 

Trường hợp vectơ sóng Q = (π, π) tương ứng pha tinh thể dạng ô bàn cờ còn Q 

= (π, 0) = (0, π) sẽ tương ứng với pha tinh thể dạng sọc. Xác định các tham số trật tự 
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0
s

s

N

N
 =  và S(Q), chúng ta có thể nhận biết được các pha trong hệ thống: Pha tinh thể 

có S(Q) ≠ 0, ρ
s
 = 0, pha SF có S(Q) = 0, ρ

s
 ≠ 0 trong khi pha SS thì S(Q) ≠ 0, ρ

s
≠ 0. 

Các kết quả khảo sát dưới đây sử dụng thuật toán Worm [79, 80] và tối ưu hóa 

theo thuật toán LOWA của Lode Pollet [77] viết trên ngôn ngữ lập trình C++. 

4.3. Biểu hiện pha SS dưới tác dụng của thế năng ghim tuần hoàn cho 

mạng vuông 

Trong mô hình Bose – Hubbard tiêu chuẩn với số hạng động năng t và thế 

năng tương tác U, hệ thống chỉ tồn tại hai pha cơ bản là SF và MI [76]. Khi tương tác 

tầm xa là tương tác giữa các vị trí NN và NNN được thêm vào làm tăng cường sự 

định xứ của các hạt sinh ra cấu trúc tinh thể bên trong hệ thống [8, 9, 10, 63, 76, 92]. 

Các kịch bản SS hình thành ở lân cận vùng cấu trúc tinh thể [43] hay tại cấu trúc tinh 

thể [8] được đề xuất và được xác nhận ở trong hàng loạt các kết quả giải tích cũng 

như mô phỏng. Chúng tôi cũng hy vọng tìm thấy biểu hiện của pha SS tương tự như 

các hoạt cảnh đó. 

Phương pháp mô phỏng QMC để khảo sát quá trình chuyển pha của các pha 

dị thường xảy ra trong hệ boson tương quan mạnh được áp dụng. Do hiệu ứng lượng 

tử đóng vai trò quan trọng trong quá trình hình thành các pha, do đó để loại bỏ ảnh 

hưởng của năng lượng nhiệt kBT lên hệ thống, chúng tôi thực hiện các tính toán trong 

điều kiện nhiệt độ thấp để làm nổi bật vai trò của các tương tác tác động lên quá trình 

hình thành pha. Trong QMC, đại lượng nghịch đảo nhiệt độ, 
B

1
β =

k T
có vai trò tương 

đương như thời gian ảo trong hình thức tích phân đường Feynman .  Hệ thống nằm 

trong trạng thái cơ bản tương ứng với nghịch đảo nhiệt độ βt ≈ L khi L đủ lớn. 

Mô hình được khảo sát bằng phương pháp QMC với thuật toán Worm. Để 

loại bỏ hiệu ứng kích thước hữu hạn, chúng tôi đã tính toán cho các mạng kích 

thước khác nhau và thấy các kết quả bắt đầu hội tụ tốt ở kích thước mạng L = 24. 

Do đó, các mô phỏng của chúng tôi được thực hiện cho số nút mạng Ns = L  L 
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= 24  24 = 576 nút. Điều kiện biên tuần hoàn được áp dụng và tham số bước 

nhảy t được chọn bằng 1.   

4.3.1. Mô hình hạt boson lõi cứng 

4.3.1.1. Hamiltonian của mô hình 

Hamiltonian của mô hình với cường độ tương tác Vnn và biểu hiện của thế năng 

ngoài tuần hoàn μ
i
: 

     
† †

,

( ) ( ) .i j j i nn i j i i

i j ij i

t a a a a V n n n = − + + − +  H           (4.28) 

 

Hình 4.11: Cấu trúc thế năng ghim tuần hoàn trong mạng vuông hai chiều trong đó 

chấm tròn tô đậm biểu diễn các vị trí bị ghim, chấm tròn trắng biểu diễn các vị trí  

không bị ghim.  

Trong mô hình này, chúng tôi lựa chọn ghim các hạt ở các vị trí xác định như 

hình 4.11 tương ứng với giá trị mật độ hạt trung bình ρ = 1/3 với hy vọng trường 

ngoài thích hợp có thể làm phát sinh các pha tinh thể tương tự trật tự sóng mật độ 

điện tích (CDW) khác với pha tinh thể ô bàn cờ sinh ra ở mật độ hạt trung bình ρ = 

1/2 dưới tác dụng của cường độ tương tác Vnn.  

4.3.1.2. Khảo sát đường cong (ρ, μ) 

Để xác định quá trình chuyển pha, chúng tôi kiểm tra sự phụ thuộc của mật độ 

hạt trung bình trên một nút mạng ρ vào thế hóa học trung bình μ. Đường cong (ρ, μ) 
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biểu diễn đại lượng hệ số nén 






=


. Giá trị của hệ số nén 𝜅 thay đổi cũng có nghĩa 

là hệ thống xảy ra quá trình chuyển pha. Hình 4.12 thể hiện sự thay đổi của mật độ 

hạt vào thế hóa học địa phương theo các giá trị thế năng ghim tuần hoàn khác nhau. 

 

Hình 4.12: Đồ thị phụ thuộc của mật độ hạt trung bình trên một nút mạng 𝜌 vào thế 

hóa học trung bình 𝜇 trong các giá trị thế năng ghim tuần hoàn 휀 khác nhau  

với  Vnn = 6t. 

Quan sát trong hình 4.12 có thể thấy đường cong (𝜌, 𝜇) có các đoạn nằm ngang 

(hay các cao nguyên) lần lượt xuất hiện ở các giá trị mật độ hạt trung bình tương ứng 

𝜌 = 1/3, 1/2 và 2/3. Trên các cao nguyên hệ số nén 𝜅 = 0 đặc trưng cho các pha tinh 

thể. Ở các mật độ còn lại, hệ thống nằm trong pha SF.  Như vậy, trong mô hình này 

xảy ra quá trình chuyển pha từ pha SF sang pha tinh thể.  

Cụ thể với 휀 =0.5t, trường hợp này cường độ thế năng ghim quá nhỏ các hạt 

không bị định xứ vào trong cấu trúc tinh thể tương ứng với mật độ hạt bị ghim 𝜌 =1/3, 

thay vào đó cường độ tương tác giữa các vị trí NN là Vnn có tác dụng sinh ra pha tinh 

thể ô bàn cờ ở mật độ hạt trung bình 𝜌 = 1/2 trong hệ thống tương tự với biểu hiện 

của mô hình Bose – Hubbard khi không có trường ngoài [9, 10]. Bước nhảy trong 

đường cong (𝜌, 𝜇) ở 휀 =0.5t chứng tỏ hệ thống xảy ra quá trình phân tách pha. Pha 

SS không tồn tại trong trường hợp này. 
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Tiếp tục tăng cường độ thế năng ghim tuần hoàn lên 휀 = 2t và 휀 = 5t, bên cạnh 

pha tinh thể ô bàn cờ ở mật độ hạt trung bình ρ = 1/2, hệ thống hình thành thêm các 

pha tinh thể tương ứng với các cao nguyên ở mật độ hạt trung bình 𝜌 = 1/3 và 2/3. Ở 

mật độ dưới mật độ hạt trung bình ρ = 1/3, đường cong (ρ, μ) biến đổi liên tục như 

vậy có khả năng pha SS tồn tại ổn định ngay bên dưới pha tinh thể ở mật độ trung 

bình ρ = 1/3 tương ứng với SS gây ra bởi khuyết tật lỗ trống.  

Đặc biệt khi thế năng ghim tuần hoàn 휀 vượt trội so với cường độ tương tác 

Vnn  (휀 = 15t), pha tinh thể ở mật độ trung bình ρ = 1/2 biến mất, đường cong (ρ, μ) 

biến đổi liên tục ở vùng mật độ trên và dưới mật độ tinh thể 𝜌 = 1/3 và 2/3. Biểu hiện 

này cho thấy pha SS có thể được hỗ trợ ổn định ở lân cận xung quanh pha tinh thể 

(tương tự với trật tự CDW). Ở mật độ trên mật độ tinh thể, pha SS gây ra bởi khuyết 

tật giữa nút. 

4.3.1.3. Khảo sát các tham số trật tự  

Các tham số trật tự là hệ số cấu trúc tĩnh S(Q) và mật độ SF ρ
s
 được xác định 

trong hình 4.13 để kiểm tra sự tồn tại của pha SS. Pha tinh thể ở mật độ trung bình ρ 

= 1/2 được đặc trưng bởi hệ số cấu trúc tĩnh ở vectơ sóng là (π, π) trong khi pha tinh 

thể ở mật độ ρ = 1/3 và 2/3 được đặc trưng bởi vectơ sóng (4𝜋/3, 2𝜋/3). 
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Hình 4.13: Đồ thị biểu diễn sự phụ thuộc của hệ số cấu trúc tĩnh S(Q) và mật độ 

siêu chảy 𝜌𝑠 vào mật độ hạt trung bình 𝜌 ở các giá trị thế năng ghim tuần hoàn: (a) 

휀 = 0.5t, (b) 휀 = 5t và (c) 휀 = 15t với Vnn = 6t. 

Trường hợp 휀 nhỏ (hình 4.13a), ở tại mật độ trung bình ρ = 1/2, hệ số cấu trúc 

tĩnh S(𝜋,𝜋) (tương ứng là pha tinh thể ô bàn cờ) có giá trị cực đại trong khi mật độ 

SF ρ
s
 = 0. Ở các giá trị mật độ còn lại S(𝜋,𝜋) = 0 còn ρ

s
≠ 0 tương đương với pha SF. 

Kết quả này hoàn toàn phù hợp với khảo sát trong đường cong (ρ, μ).  

Ở giá trị 휀 = 5t (hình 4.13b), tại các mật độ trung bình  ρ = 1/2, 1/3 và 2/3 

lần lượt có S(𝜋, 𝜋) ≠ 0, S(4𝜋/3, 2𝜋/3) ≠ 0 còn ρ
s
 = 0. Ở vùng mật độ hạt trung 

bình ρ < 1/3, cả hai tham số S(4𝜋/3, 2𝜋/3) và ρ
s
 đều khác 0, đây chính là đặc trưng 

của pha SS.  

Pha SS được quan sát thấy rõ hơn với  휀 = 15t. Cụ thể, ở mật độ trung bình ρ 

= 1/3 và 2/3 chỉ có pha tinh thể tồn tại với S(4𝜋/3, 2𝜋/3) ≠ 0, ρ
s
 = 0. Hoạt cảnh SS 
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tồn tại ở tại mật độ tinh thể như đề xuất trước đó của một số tác giả không xuất hiện 

trong mô hình này [60, 76]. Ở các vùng mật độ còn lại, S(4𝜋/3, 2𝜋/3) ≠ 0 và ρ
s
 ≠ 0, 

theo định nghĩa nghiêm ngặt ta có thể kết luận được rằng pha SS tồn tại ở mọi nơi 

bên ngoài vùng mật độ tinh thể. Tuy nhiên, pha SS chỉ thực sự có ý nghĩa trong vùng 

lân cận cấu trúc tinh thể. Ở xa các mật độ tinh thể, bản chất hệ thống được đặc trưng 

bởi pha lỏng với biến điệu mật độ hình thành dưới tác dụng của thế năng ghim tuần 

hoàn [21]. 

4.3.2. Mô hình hạt boson lõi mềm 

Tiếp tục phát triển ý tưởng trên, chúng tôi thực hiện khảo sát cho mô hình Bose 

– Hubbard của các hạt boson lõi mềm dưới tác dụng của thế năng ghim tuần hoàn. 

Nghiên cứu lý thuyết trước đó [26, 30] đã phác họa giản đồ pha thể hiện chuyển pha 

giữa trạng thái SF sang MI tương ứng ở các mật độ với số hạt trung bình trên mỗi nút 

mạng khác nhau bằng 1, 2, 3 … Trong luận án này chúng tôi thực hiện khảo sát giản 

đồ pha và các pha xuất hiện trong mô hình của các hạt boson lõi mềm trong trường 

hợp đơn giản có trung bình tối đa hai hạt trên cùng một vị trí (nghĩa là có thể có nhiều 

hơn hai hạt trên cùng một nút mạng tuy nhiên chỉ cho phép hệ thống có số hạt tối đa 

gấp đôi số nút mạng Nmax = 2Ns).  

Khảo sát bài toán hai hạt lượng tử tương tác tầm ngắn hữu hạn bị bẫy trong 

hố thế tuần hoàn [12, 13, 54, 86] đã góp phần quan trọng trong nghiên cứu và hiểu 

biết các tính chất vật lý xảy ra trong hệ thống tương quan mạnh. Lời giải của mô 

hình hai hạt boson tương tác hữu hạn trở thành một cột mốc quan trọng truyền cảm 

hứng cho các nghiên cứu lý thuyết và thực nghiệm về các đặc tính của các nguyên 

tử siêu lạnh trong mạng quang học. Trong đó, nghiên cứu mô phỏng cho mô hình 

hạt boson lõi mềm [20] đã chỉ ra bức tranh giản đồ pha rõ ràng với biểu hiện thú vị 

xảy ra xung quanh vùng chuyển pha lượng tử trong trường hợp mật độ tương ứng 

hai hạt lượng tử trên cùng một vị trí. Hệ thống tồn tại chuyển pha giữa trạng thái SF 

và pha tinh thể. Pha SS được tìm thấy hình thành ở giữa vùng pha SF và pha tinh 

thể dưới tác dụng của tương tác đẩy của các khuyết tật trong hệ thống trong vùng 
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mật độ trung bình lớn hơn 3/2. Vì thế, bước đầu chúng tôi khảo sát các đặc tính độc 

đáo của mô hình hạt boson tương tác lõi mềm dưới tác dụng của thế năng ghim tuần 

hoàn trong vùng xung quanh mật độ hạt trong khoảng 0 ≤ ρ ≤ 2 với số hạt tối đa gấp 

đôi số nút mạng. 

4.3.2.1. Hamiltonian của mô hình 

Hamiltonian của mô hình được biểu diễn như sau: 

              
†

,

( . .) ( 1) ( ) .
2

i j i i i i

i j i i

U
t a a H c n n n = − + + − − +  H         (4.29) 

Khi không có trường ngoài, mô hình không biểu hiện pha tinh thể, do đó chúng tôi 

lựa chọn thế năng tuần hoàn ở các vị trí xác định tương ứng ở mật độ ρ = 1/2 nhằm 

hỗ trợ hình thành pha tinh thể ở giá trị mật độ này.  

 

 

Hình 4.14: Cấu trúc thế năng ghim tuần hoàn trong mạng vuông hai chiều trong đó 

chấm tròn tô đậm biểu diễn các vị trí bị ghim, chấm tròn trắng biểu diễn các vị trí 

không bị ghim. 

4.3.2.2. Khảo sát giản đồ pha 

Thế năng ngoài tuần hoàn đóng vai trò đẩy các hạt boson vào trong các vị 

trí xác định tương tự như các vị trí hấp thụ trên chất nền, ở đó các hạt bị khóa vào 

trong cấu trúc tinh thể. Hệ thống hình thành ba kiểu trật tự rắn giống với trật tự 

sóng mật độ điện tích CDW tương ứng ở các mật độ hạt trung bình ρ = 1/2, 1 và 

x 

y 
z 

휀 
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3/2 với hệ số cấu trúc tĩnh đặc trưng là S(𝜋, 0). Đầu tiên, chúng tôi tiến hành thảo 

luận giản đồ pha của mô hình hai chiều của các hạt boson lõi mềm dưới tác dụng 

của thế năng ghim tuần hoàn. 

 

Hình 4.15: Đồ thị hàm (U, 휀) biểu diễn đường biên pha giữa trạng thái cơ bản là 

SF và CDW ở các mật độ hạt khác nhau ρ = 1/2, 1 và 3/2. 

Hình 4.15 biểu diễn đường biên giữa pha SF và trật tự CDW ở các mật độ hạt 

tương ứng 1/2, 1 và 3/2 phụ thuộc vào cường độ tương tác giữa các hạt trên một nút 

U và thế năng ghim tuần hoàn 휀. Các cấu hình CDW hình thành ở các mật độ tương 

ứng được biểu diễn như trong hình 4.16. 

 

 

Hình 4.16: Phác họa cấu hình các hạt boson trong trật tự CDW ở mật độ hạt lần 

lượt là  ρ = 1/2 (A), 1 (B) và 3/2 (C). 

Bức tranh pha hình 4.15 cho thấy đường biên pha ở mật độ hạt trung bình ρ = 

1/2 và 3/2 có đặc điểm giống nhau. Giá trị thế năng ghim tới hạn 휀𝑐 giảm đơn điệu 
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khi cường độ tương tác U giữa các hạt trên cùng một vị trí tăng lên. Biểu hiện này 

hoàn toàn phù hợp giữa các số hạng cạnh tranh tương tác biểu diễn trong Hamltonian 

(4.29). Trong đó, năng lượng của tương tác đẩy hai hạt trên cùng một nút U và năng 

lượng định xứ hạt boson sinh ra từ thế năng ghim tuần hoàn có tác động ngược nhau 

lên hệ thống. Hơn nữa, các hạt boson có xu hướng nhảy sang có vị trí NN để thu được 

động năng cực tiểu. Ở mật độ hạt trung bình ρ= 1/2 có số hạt boson ít hơn so với số 

nút mạng, khi thế năng ghim 휀 nhỏ và cường độ tương tác trên một nút U lớn, các hạt 

boson sẽ tránh cấu hình hai hạt trên cùng một nút mạng. Ở giá trị cường độ tương tác 

U nhỏ, hai boson dễ dàng ở trên cùng một vị trí do đó cần phải có năng lượng thế 

năng ghim khá lớn để các boson sắp xếp vào trong cấu hình CDW1. Sự hình thành 

của trật tự CDW1 ở trong hình 4.16A hoàn toàn phù hợp để hệ thống đạt được năng 

lượng cực tiểu với động năng và thế năng tương tác giảm khi mỗi boson nằm trên 

một vị trí nút mạng có thế năng ghim biểu hiện. Hoạt cảnh tương tự cũng xảy ra cho 

trường hợp mật độ hạt trung bình ρ = 3/2. Số hạt boson nhiều hơn so với số vị trí nút 

mạng, do đó các hạt boson không thể tránh khỏi cấu hình hai hạt nằm trên cùng một 

nút  như trong hình 4.16C. Do đó, hai boson sẽ có xu hướng cùng nằm trên vị trí bẫy 

bởi thế năng ghim để có lợi nhất về mặt năng lượng. Tuy nhiên, cấu hình CDW3 hình 

thành ở các giá trị thế năng ghim 휀 lớn hơn so với trường hợp hình thành CDW1. 

Ngược lại, đường biên pha ở mật độ hạt trung bình ρ = 1 có biểu hiện khác 

biệt so với hai trường hợp trước. Giá trị tới hạn của thế năng ghim tỷ lệ tuyến tính với 

năng lượng tương tác đẩy Coulomb trên cùng một vị trí được biểu diễn trong hình 

4.15. Ở mật độ ρ = 1 có số hạt boson bằng với số nút mạng cho nên cơ chế cực tiểu 

hóa năng lượng ở trạng thái cơ bản thông qua cạnh tranh tương tác trở nên rất phức 

tạp. Trong trường hợp này, hệ thống có thể hình thành ba kiểu pha khác nhau là pha 

SF, pha CDW2 và pha MI. Pha MI có cấu hình mỗi hạt chiếm giữ trên một vị trí và 

xảy ra khi cường độ tương tác U rất lớn và thế năng ghim 휀 đủ nhỏ. Khi đó, các boson 

tốn ít năng lượng để có thể nằm ở các vị trí không bị ghim. Mục đích của chúng tôi 

là tìm kiếm khả năng pha SS tồn tại ở tại hoặc lân cận vùng tinh thể, do đó chúng tôi 

không đi sâu khảo sát các vấn đề liên quan đến pha MI ở đây. Thay vì thế, chúng tôi 
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chỉ thực hiện khảo sát trong vùng thế năng tương tác U kết hợp với thế năng ghim 휀 

thích hợp để sinh ra cấu hình CDW2 như trong hình 4.16B. Biểu hiện tuyến tính của 

đường biên pha giữa pha SF và CDW2 chỉ ra rằng thế năng ghim 휀 và tương tác đẩy 

U buộc phải cạnh tranh cân bằng trong quá trình hình thành các pha ở nửa lấp đầy. 

Bối cảnh này hoàn toàn khác biệt với trường hợp mật độ hạt ρ = 1/2 và 3/2 trong đó 

trật tự pha được quyết định bởi cường độ tương tác U hoặc thế năng ghim 휀.  

4.3.2.3. Khảo sát đường cong (ρ, μ) 

Hình (4.17) khảo sát sự phụ thuộc của mật độ hạt ρ vào thế hóa học trung bình 

𝜇 ở các giá trị thế năng ghim 휀 khác nhau với cường độ tương tác U = 8t. 

 

Hình 4.17: Đồ thị mật độ hạt 𝜌 phụ thuộc vào thế hóa học 𝜇 cho các giá trị thế 

năng ghim khác nhau với cường độ tương tác U = 8t. 

Rõ ràng từ hình 4.17 có thể thấy khi cường độ thế năng ghim đủ lớn, các cao 

nguyên lần lượt xuất hiện ở các giá trị mật độ hạt tương ứng ρ = 1/2, 1 và 3/2. Ở giá 

trị tương tác U hữu hạn, khi tăng thế năng ghim tăng từ 18t lên đến 30t, vùng cao 

nguyên tại mật độ hạt ρ = 1 mở rộng và xuất hiện cao nguyên tại ρ = 3/2. Các cao 

0 10 20 30 40
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

30t =
18t =
15t =

 

 

 

 

 

 

8t =

Thế hóa học trung bình 𝝁 

M
ậ

t 
đ

ộ
 h

ạ
t 

tr
u

n
g

 b
ìn

h
 𝝆

 



88 

 

nguyên này tương ứng với các trật tự tinh thể. Như vậy hệ thống xảy ra quá trình 

chuyển pha từ SF tới trật tự CDW.  

Các kết quả khảo sát trước đó cho mô hình hạt boson lõi mềm trong mạng 

vuông hai chiều với tương tác giữa các hạt trên cùng một nút mạng U và tương tác 

giữa các vị trí NN là Vnn [87, 92] đã chỉ ra rằng pha SS ổn định ở mật độ phía trên 

mật độ tinh thể nửa lấp đầy ρ = 1/2 . Còn ở phía dưới mật độ tinh thể, hệ thống xảy 

ra phân tách pha do hiệu ứng vách đômen được đặc trưng bởi biểu hiện không liên 

tục trong đường cong (ρ, μ). Trong trường hợp này, mật độ hạt biến đổi liên tục theo 

thế hóa học ở cả hai phía của mật độ tinh thể. Do đó, có thể có pha SS tồn tại ở cả hai 

phía của mật độ tinh thể giống với mô hình hạt boson lõi cứng dưới tác dụng của thế 

năng ghim tuần hoàn. 

4.3.2.4. Khảo sát các tham số trật tự  

Tương tự như phần trước, để xác định được các pha bên trong hệ thống, chúng 

tôi mô tả các tham số trật tự là mật độ SF ρ
s
 và S(π, 0) biến đổi theo mật độ hạt ρ ở 

các giá trị thế năng ghim tương ứng 휀 = 15t, 18t và 30t theo hình 4.18. 
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Hình 4.18: Đồ thị phụ thuộc của mật độ siêu chảy ρ
s
 và hệ số cấu trúc tĩnh S(𝜋, 0) 

vào mật độ hạt ở các giá trị thế năng ghim khác nhau khi U = 8t. 

Lần lượt ở các mật độρ = 1/2, 1 và 3/2, giá trị ρ
s
 bằng 0 trong khi hệ số cấu 

trúc tĩnh S(π, 0) khác không. Như vậy, hệ thống nằm trong trạng thái CDW tương 

ứng với các cao nguyên hình thành ở trong đường cong (ρ, μ) ở các mật độ này. Một 

lần nữa khẳng định mô hình này không hình thành pha SS ở tại các mật độ tinh thể. 

Ở các vùng còn lại của mật độ khác mật độ tương ứng ρ = 1/2, 1 và 3/2, cả hai tham 
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số trật tự là ρ
s
 và S(π, 0) đều khác không. Chú ý rằng pha SS chỉ thực sự có ý nghĩa 

trong vùng lân cận cấu trúc tinh thể. Giữa quá trình chuyển pha từ trạng thái SF sang 

trạng thái CDW, khả năng pha SS xuất hiện ở giữa hai pha và gần với vùng tinh thể. 

Hệ thống có thể xảy ra chuỗi hai quá trình chuyển pha liên tiếp tương ứng: quá trình 

thứ nhất là từ pha SF sang SS và quá trình thứ hai là từ pha SS sang pha tinh thể ở 

các mật độ hạt dưới mật độ tinh thể. Một chuỗi chuyển pha tương tự cũng xảy ra ở 

phía trên các mật độ tinh thể. Tuy nhiên, quá trình này có khác biệt đó là bắt đầu từ 

trật tự CDW sang SS rồi cuối cùng trở về trạng thái SF. Như đã phân tích ở trên, từ 

biểu hiện đường cong (ρ, μ) biến đổi liên tục có thể khẳng định hệ thống không bị 

phân tách pha. Pha SS hình thành hoàn toàn ổn định ở cả hai phía của mật độ tinh thể.  

Để khẳng định sự ổn định của các tham số trật tự trong giới hạn nhiệt động lực 

học, chúng tôi đã mô phỏng cho hệ ở các kích thước mạng khác nhau với giá trị thế 

hóa  𝜇 = 10 trong đơn vị năng lượng t tương ứng với mật độ hạt ρ ≈ 0.83. Ở các giá 

trị này, cả hai tham số đều tồn tại và khác không khi kích thước mạng được ngoại suy 

ra đến vô cùng. Hình vẽ 4.19 thể hiện tính chất này. 

 

 

Hình 4.19: Đồ thị tham số trật tự là mật độ SF ρ
s
 và hệ số cấu trúc tĩnh S(π,0) phụ 

thuộc vào nghịch đảo kích thước mạng ở mật độ hạt ρ ≈ 0.83. Đường nét đứt biểu 

diễn ngoại suy đến kích thước mạng lớn vô cùng. 
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Như vậy, tín hiệu của pha SS được xác nhận ở trong hệ thống của chúng tôi. 

Tuy nhiên, cơ chế hình thành pha SS hiện nay vẫn còn gây ra nhiều tranh cãi. Hầu 

hết các khảo sát cho mô hình mạng đều nghiêng về đề xuất của Andreev – Liftshitz 

và Chester trong đó khuyết tật đóng vai trò quan trọng trong sự hình thành SS. Mô 

hình của chúng tôi dường như cũng phù hợp với hoạt cảnh này. Tín hiệu của pha SS 

xuất hiện ở xung quanh vùng cấu trúc tinh thể. Như vậy, xuất phát từ cấu trúc tinh 

thể, khi loại bỏ hoặc thêm hạt vào trong mật độ tinh thể tương ứng có thể sinh ra các 

khuyết tật là lỗ trống và giữa nút mà không làm ảnh hưởng đến cấu trúc tinh thể. 

Trong điều kiện thích hợp về năng lượng, các khuyết tật có thể di chuyển tự do trong 

mạng và hình thành ngưng tụ Bose – Einstein trên nền cấu trúc tinh thể. Đó chính là 

trạng thái SS mong đợi. Ở phía dưới mật độ tinh thể tương ứng là pha SS gây ra bởi 

lỗ trống còn ở phía trên là pha SS được sinh ra từ khuyết tật giữa nút. 

Một điều đặc biệt ở đây là chỉ với tương tác tầm ngắn U và thế năng ghim 휀, 

mô hình của chúng tôi hỗ trợ sự ổn định của pha SS gây ra bởi lỗ trống. Trong khi 

hầu hết các kết quả khảo sát cho mô hình mạng đều chủ yếu thấy tín hiệu của pha SS 

gây ra bởi giữa nút ở phía trên mật độ tinh thể. Còn đối với mạng vuông cho cả hai 

loại hạt boson là boson lõi cứng và boson lõi mềm, khi chỉ có tương tác giữa các vị 

trí NN thì hệ thống xảy ra phân tách pha và không có SS gây ra bỏi lỗ trống ở bên 

dưới mật độ tinh thể. Chỉ khi thêm vào tương tác tầm xa hơn là tương tác giữa các vị 

trí NNN và chiếm ưu thế so với tương tác NN thì SS – gây ra bởi lỗ trống mới có khả 

năng ổn định.  

4.3.2.5. Khảo sát ảnh hưởng của cường độ tương tác U  

Để kiểm tra tác động của cường độ tương tác giữa các hạt trên cùng một nút 

U lên quá trình hình thành pha, chúng tôi khảo sát sự phụ thuộc của mật độ hạt ρ theo 

thế hóa học trung bình 𝜇 cho các giá trị tương tác U khác nhau. 
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Hình 4.20: Đồ thị mật độ hạt 𝜌 phụ thuộc vào thế hóa học trung bình 𝜇 với thế năng 

ghim 휀 = 20t ở hai giá trị tương tác U = 4t và U = 8t. 

Rõ ràng, ở giá trị U nhỏ (U = 4t), chỉ có cao nguyên ở mật độ ρ = 1 xuất hiện 

tương ứng với trạng thái CDW2.  Tăng cường độ tương tác U = 8t, các cao nguyên ở 

mật độ hạt ρ = 1/2 và 3/2 được thêm vào đồng thời vùng cao nguyên tương ứng CDW2 

bị thu hẹp lại so với trường hợp tương tác U nhỏ. Những biểu hiện này hoàn toàn phù 

hợp với bức tranh giản đồ pha 4.15.  

Trong khảo sát đối với mô hình hạt boson lõi cứng, các kết quả khảo sát trước 

đó cả về lý thuyết [30, 75, 76] và mô phỏng [9, 11, 22] đều chỉ ra rằng chỉ có tương 

tác giữa các vị trí lân cận gần nhất là Vnn hệ thống xuất hiện pha tinh thể ô bàn cờ ở 

mật độ hạt 1/2, xảy ra chuyển pha giữa trạng thái siêu chảy và pha tinh thể, không có 

tín hiệu pha siêu tinh thể tồn tại do hệ thống xảy ra hiện tượng phân tách pha. Để hỗ 

trợ ổn định sự hình thành pha siêu tinh thể và loại bỏ sự phân tách pha, các nhà khoa 

học tiếp tục nghiên cứu mở rộng cho mô hình Bose – Hubbard và thấy rằng khi tăng 

cường tương tác giữa các vị trí lân cận gần nhì là Vnnn [9, 10] thì hệ thống xuất hiện 

pha tinh thể dạng sọc và pha siêu tinh thể SS tồn tại ổn định. Các kết quả trước đó 

đều thể hiện pha siêu tinh thể xuất hiện ở mật độ lân cận phía trên vùng pha tinh thể 

còn được biết đến là siêu tinh thể gây ra bởi khuyết tật giữa nút. 
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Còn đối với mô hình hạt boson lõi mềm, mô hình gốc gồm số hạng động năng 

t và thế năng tương tác giữa các hạt trên cùng một nút U, chỉ xảy ra chuyển pha từ 

trạng thái siêu chảy sang trạng thái điện môi Mott [30, 76]. Khi có biểu hiện của tương 

tác tầm xa là Vnn, bức tranh pha biểu hiện thêm hai pha là pha tinh thể và pha siêu 

tinh thể. Như vậy có thể thấy tương tác đóng vai trò quyết định trong việc hình thành 

pha tinh thể và pha siêu tinh thể. 

Các kết quả trong chương này tập trung vào khảo sát một yếu tố khác cũng 

góp phần định xứ các hạt là trường ngoài. Đối với mô hình hạt boson lõi cứng, khi 

thêm trường ngoài tuần hoàn ghim các hạt ở các vị trí xác định tương đương với mật 

độ hạt  bằng 1/3, lúc này Hamiltonian chỉ có động năng t, thế năng tương tác giữa các 

hạt ở vị trí lân cận gần nhất Vnn và trường ngoài 휀, hai pha tinh thể ở mật độ 1/3 và 

2/3 được hình thành khi trường ngoài lớn hơn rất nhiều so với cường độ tương tác Vnn 

và xuất hiện tín hiệu pha siêu tinh thể ở vùng mật độ lân cận phía trên và dưới vùng 

mật độ pha tinh thể tương ứng được hỗ trợ bởi khuyết tật giữa nút và khuyết tật lỗ 

trống theo quan điểm lập luận trước đó của Andreev – Liftshit – Chester [43].  

Tương tự khi khảo sát cho mô hình boson lõi mềm, thế năng ghim tuần hoàn 

cũng hỗ trợ hình thành pha tinh thể ở các mật độ hạt 1/2, 1 và 3/2. Đường cong khảo 

sát sự phụ thuộc mật độ hạt vào thế hóa biểu hiện liên tục chứng tỏ sự tồn tại của 

pha siêu tinh thể là pha trung gian kẹp giữa pha siêu chảy và pha tinh thể. Như vậy, 

chỉ với tương tác tầm ngắn kết hợp với tác dụng của thế năng bên ngoài, hai tham 

số trật tự đặc trưng cho tính chất siêu chảy và trật tự rắn tồn tại đồng thời ở trong 

mô hình này.  

Trong thực nghiệm, các nghiên cứu tìm kiếm tín hiệu của pha siêu tinh thể trên 

các tinh thể thực như tinh thể He gặp nhiều bế tắc thì thí nghiệm với các nguyên tử 

ngưng tụ Bose – Einstein trong mạng quang học đã mở ra lối thoát cho công cuộc tìm 

kiếm này. Mạng quang học được biết đến là ứng cử viên tốt nhất hiện nay để quan 

sát thấy tín hiệu của trạng thái SS. Mạng quang học không chứa các tạp chất và chúng 

ta có thể dễ dàng điều khiển các tham số như cường độ tương tác.  
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Những năm gần đây, sự bùng nổ các tín hiệu của pha SS sọc rắn xuất hiện ở 

các thí nghiệm của nguyên tử siêu lạnh trong mạng quang học như trong hệ thống 

liên kết spin – quỹ đạo của nguyên tử Na23
 [62] hay hệ thống tương tác dipole – dipole 

của nguyên tử Dy162 [100] và Dy164 [103] đã thu hút sự chú ý của các nhà nghiên cứu 

trở lại.  

Chúng tôi nghiên cứu mô hình Bose – Hubbard là một mô hình hoàn hảo 

mô tả các tính chất động lực học của nguyên tử siêu lạnh trên mạng quang học. 

Mạng quang học [36] là phiên bản mở rộng của mạng tinh thể thực cho phép tìm 

hiểu kĩ hơn các tính chất cơ bản của vật chất với kích thước lớn hơn hàng nghìn 

lần so với mẫu tinh thể thực. Cấu trúc tinh thể được hình thành từ sự giao thoa của 

các chùm tia sáng laze. Các nguyên tử siêu lạnh bị giam giữ trong mạng quang 

học đóng vai trò của các hạt electron trong chất rắn thông thường. Các tham số vật 

lý của mạng quang học và mô hình Bose – Hubbard hoàn toàn tương ứng với nhau 

[26]. Thí nghiệm tương tác của các nguyên tử ngưng tụ Bose – Einstein với các 

mode quang học biểu hiện các hiện tượng đa dạng nên ngày càng được phát triển 

nghiên cứu rộng rãi trong thực tế. Để tạo ra được khí lượng tử Bose – Einstein thí 

nghiệm phải thực hiện trong buồng chân không siêu cao ở áp suất thích hợp khoảng 

10-11 mBar [51].  Khi đặt khí ngưng tụ Bose – Einstein vào một mạng quang học, 

chuyển pha lượng từ từ trạng thái SF sang trạng thái MI được quan sát thấy ngay 

cả khi khoảng cách trung bình giữa các hạt lớn hơn rất nhiều so với chiều dài tán 

xạ. Trong thực nghiệm nghiên cứu khí lượng tử trên mạng quang học, số lượng 

nguyên tử trên mỗi vị trí mạng tinh thể là một yếu tố quan trọng trong việc xác 

định tính chất của hệ thống. Các thảo luận về phương pháp để tạo ra mạng tinh thể 

có số nguyên tử mong muốn trên mỗi vị trí trong mạng quang học được đề xuất 

bằng cách sử dụng trường ngoài thích hợp để liên kết số trạng thái nội nguyên tử 

lúc đầu với trạng thái nội khác bị bẫy trong mạng quang học thứ hai. Khi tương 

tác trên cùng một vị trí phụ thuộc vào trạng thái hoặc phụ thuộc vào mạng đủ lớn, 

tần số điều chỉnh của trường liên kết sẽ chuyển chọn lọc sang mạng quang học thứ 

hai số nguyên tử mà chúng ta mong muốn thông qua quá trình chuyển đổi photon 
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tương ứng. Sau quá trình chuyển đổi, mạng quang học thứ hai có số hạt chiếm giữ 

trên cùng một nút mạng theo yêu cầu. Chi tiết của quá trình này được trình bãy rõ 

ràng trong tài liệu tham khảo [73]. Để điều khiển tương tác giữa các hạt trên cùng 

một nút mạng ở mô hình Bose – Hubbard có thể được hình thành trong mạng 

quang học thông qua cộng hưởng Feshbach và thế năng ghim tuần hoàn được tạo 

ra bằng cách đặt chồng thêm các chùm lase ở phía trên mạng nền.  
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Kết luận chương 4 

Phương pháp mô phỏng QMC với thuật toán Worm đã được sử dụng để khảo 

sát mô hình Bose – Hubbard cho các hạt boson trong mạng vuông hai chiều và thu 

được các kết quả như sau: 

Trong mô hình hạt boson lõi cứng, khi ε ≪ Vnn, hệ thống chỉ biểu hiện pha tinh 

thể ô bàn cờ ρ = 1/2 tương tự như mô hình đồng nhất không có trường ngoài. Dưới 

tác dụng của thế năng ghim 휀 đủ lớn, hai pha tinh thể ρ = 1/3 và 2/3 lần lượt xuất hiện 

và đặc biệt khi ε ≫ Vnn, pha tinh thể ô bàn cờ ở ρ = 1/2 bị biến mất hoàn toàn. Ở lân 

cận vùng mật độ tinh thể ρ = 1/3 và 2/3, pha siêu tinh thể được hỗ trợ hình thành ổn 

định ở mật độ ngay trên và phía dưới mật độ tinh thể. 

Đối với hạt boson lõi mềm, hiệu ứng định xứ gây ra bởi thế năng ghim làm 

phát sinh ba kiểu trật tự sóng mật độ điện tích CDW tương ứng ở các mật độ ρ = 1/2, 

1 và 3/2. Giản đồ pha thể hiện đường biên giữa pha siêu chảy và sóng mật độ điện 

tích ở các mật độ tương ứng cũng được phác họa. Hệ thống xảy ra chuyển pha giữa 

trạng thái siêu chảy SF và sóng mật độ điện tích CDW biểu hiện thông qua sự thay 

đổi độ dốc trong đường cong mật độ hạt phụ thuộc vào thế hóa học.  

Khi khảo sát các tham số trật tự, khả năng pha siêu tinh thể SS được tồn tại ở 

cả hai vùng mật độ phía trên và dưới của mật độ tinh thể tương ứng với trạng thái 

siêu tinh thể gây ra bởi khuyết tật giữa nút và khuyết tật giữa nút phù hợp với đề xuất 

của Andreev – Liftshitz và Chester.  

Các kết quả của chương 4 liên quan đến hạt boson lõi cứng một phần được 

công bố trong công trình [2]. 
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KẾT LUẬN 

 

Luận án đã khảo sát pha, chuyển pha trong các mô hình mạng spin tương tác 

trao đổi mất trật tự, mạng boson hai chiều bằng phương pháp giải tích và mô phỏng. 

Các kết quả chính mà luận án thu được là: 

1.  Đã giải thích quá trình từ hóa loại I và bước nhảy của đường cong từ trở 

trong các vật liệu perovskite Pr0.5Ca0.5Mn0.95Co0.05O3 [66] và Pr0.5Ca0.5Mn0.97Ga0.03O3 

[104] sử dụng mô hình Ising mất trật tự có tích phân trao đổi sắt từ hoặc phản sắt từ 

thăng giáng với xác suất và độ lớn khác nhau. Bản chất của hiện tượng là sự định 

hướng lại đột ngột các đám spin tương tác phản sắt từ AF, sự mở rộng các đám spin 

tương tác sắt từ FM trong trường ngoài ở nhiệt độ xác định. 

2. Sử dụng mô hình Ising mất trật tự có tích phân trao đổi thăng giáng cho 

mạng Shastry – Sutherland và chỉ ra vai trò của cường độ tương tác giữa các vị trí lân 

cận gần nhất NN tác động lên sự hình thành và ổn định của bước nhảy từ chính ở giá 

trị mômen từ tỷ đối m = 1/3.  

Đã chỉ ra được các điều kiện và yếu tố ảnh hưởng đến quá trình phát sinh 

các bước nhảy từ phân số. Đó là khi cường độ tương tác J/J’ = 1 với xác suất p và 

thăng giáng ∆ lớn chuỗi các bước nhảy từ phân số ngày càng ổn định hơn. 

Tìm thấy chuỗi bước nhảy ở các giá trị phân số của mômen từ tỷ đối phát sinh 

từ các nhiễu loạn có liên hệ mật thiết với bức tranh pha cơ bản của mô hình Shastry 

– Sutherland tiêu chuẩn. Thăng giáng của tương tác trao đổi tại các vị trí NN, NNN 

cho phép các cấu hình mất trật tự khác nhau tồn tại như trong lời giải chính xác mô 

hình Shastry – Sutherland.  

Lý thuyết này góp phần làm sáng tỏ cơ chế hình thành các bước nhảy nhỏ 

trong vật liệu tetraboxit đất hiếm RB4. 

3.  Tìm thấy ba pha tinh thể xuất hiện ở các mật độ hạt trung bình  ρ = 1/3, 1/2 

và 2/3 trong mô hình hạt boson lõi cứng dưới tác dụng của cường độ tương tác lân 

cận gần nhất NN và thế năng ghim tuần hoàn và ở các mật độ tương ứng ρ = 1/2, 1, 

3/2 trong mô hình boson lõi mềm khi thế năng ghim và cường độ tương tác trên cùng 
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một vị trí đủ lớn.  Khảo sát đường cong mật độ hạt trung bình trên một nút mạng phụ 

thuộc vào thế hóa học trung bình (ρ, μ) và các tham số trật tự cho thấy quá trình 

chuyển pha từ trạng thái siêu chảy SF sang trạng thái sóng mật độ điện tích CDW xảy 

ra trong mô hình. 

Khác với các kết quả trước kia (pha siêu tinh thể được gây ra bởi khuyết tật lỗ 

trống ở bên dưới mật độ tinh thể chỉ được hình thành khi có mặt tương tác tầm xa là 

tương tác lân cận gần nhì NNN), luận án đã chỉ ra khả năng pha siêu tinh thể SS được 

hình thành bởi khuyết tật lỗ trống dưới tác dụng thế năng ghim tuần hoàn. Trong các 

mô hình này, pha siêu tinh thể có thể xuất hiện ở cũng mật độ lân cận phía trên và 

dưới mật độ tinh thể. 
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